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上海交通大学博士学位论文 摘 要

带多尺度和不确定性的输运与波动问题的计算方法

摘 要

首先，我们提出了一种基于广义多项式混沌（gPC）的随机伽辽金方法（SG）用于计算具有随

机和奇异系数的双曲方程。由于解的奇异性，标准 gPC-SG 方法收敛速度会很慢甚至不收敛。通过

利用中心型有限差分或有限体积方法的离散解在空间和时间上较为光滑的特性，我们先离散原方程，

然后再使用 gPC-SG 近似离散的系统。间断处的界面条件使用 [1-2] 中的方法处理，这样整个方法

具有很快的收敛速度，对于固定的网格大小和时间步长其为谱收敛。我们使用带有不连续和随机系

数的线性对流方程，以及带有不连续和随机的势能 Liouville 方程作为例子来说明我们的想法，提出

了一阶和二阶的格式，并用数值例子验证了我们的想法。

其次，我们研究随机输入和扩散尺度下的线性传输方程的随机伽辽金方法。我们首先建立解在

随机空间一致的（关于克努恩数）正则性结果，然后证明随机伽辽金方法的一致谱收敛（以及推出

的随机渐近保持特性）。提出了对于该问题采用基于 micro-macro 分解的全离散格式，并证明其具有

一致的稳定性。大量的数值实验用以证明该方法的稳定性和渐近性质。

第三，我们提出了一种用于具有向量势的半经典薛定谔方程的新的时间分裂傅立叶谱方法。与

[3] 的结果相比，我们的方法通过应用非均匀快速傅里叶变换（NUFFT）算法，使得对流步中傅立

叶谱插值的使用变得可行。该算法在保持傅里叶方法的高空间精度的同时，效率上从 O(N2)（直接

计算）提高到 O(N logN)，其中 N 是网格点的总数。动能步骤和势能步骤通过具有伪谱近似的解

析解来解决，因此，我们在整个方法中获得了空间的谱精度。我们证明该方法是无条件稳定的，并

且我们对波函数和物理观察值进行了改进的误差估计，这与 [4] 中不带有向量势能的结果一致，并

且优于 [3] 。我们进行了大量的一维和二维数值研究来验证所提出的方法的性质，并展示了 3D 问题

的仿真，以展示其未来实际应用的潜力。

最后，我们研究带 Caputo 导数（分数阶）的标量守恒定律的数值近似，该方程的特点是引入

了记忆效应。我们构造了这种方程的一阶和二阶显式迎风格式，这些格式被证明为有条件的 ℓ1 递减

以及 TVD 的。然而，Caputo 导数存在使得我们得到修正的 CFL 稳定性条件，即 (∆t)α = O(∆x)，

其中 α ∈ (0, 1] 是分数。当 α 很小时，这样强的约束使得数值实现非常不切实际，然后我们提出了

隐式迎风格式来克服这个问题，这被证明是无条件的 ℓ1 递减和 TVD 的。我们进行了了各种数值实

验来验证方法的性质，并提供了更多的数值证据来解释守恒律中的记忆效应。

关键词：双曲方程 随机系数 势垒 随机伽辽金方法 多项式混沌 线性输运方
程 随机输入 扩散极限 不确定量化 渐近保持格式 半经典薛定谔方程 向量
势 半拉格朗日时间分裂方法 非均匀快速傅立叶变换

— i —





上海交通大学博士学位论文 ABSTRACT

Numerical Methods for Transport Equations and Wave
Propagations with Multiple Scales and Uncertainty

ABSTRACT

First, we develop a generalized polynomial chaos (gPC) based stochastic Galerkin (SG) for
hyperbolic equations with random and singular coefficients. Due to the singular nature of the
solution, the standard gPC-SG methods may suffer from a poor or even non convergence. Taking
advantage of the fact that the discrete solution, by the central type finite difference or finite volume
approximations in space and time for example, is smoother, we first discretize the equation by a
smooth finite difference or finite volume scheme, and then use the gPC-SG approximation to the
discrete system. The jump condition at the interface is treated using the immersed upwind methods
introduced in [1-2]. This yields a method that converges with the spectral accuracy for finite mesh
size and time step. We use a linear hyperbolic equation with discontinuous and random coefficient,
and the Liouville equation with discontinuous and random potential, to illustrate our idea, with
both one and second order spatial discretizations. Spectral convergence is established for the first
equation, and numerical examples for both equations show the desired accuracy of the method.

Secondly, we study the stochastic Galerkin approximation for the linear transport equation with
random inputs and diffusive scaling. We first establish uniform (in the Knudsen number) stability
results in the random space for the transport equation with uncertain scattering coefficients, and
then prove the uniform spectral convergence (and consequently the sharp stochastic Asymptotic-
Preserving property) of the stochastic Galerkin method. A micro-macro decomposition based fully
discrete scheme is adopted for the problem and proved to have a uniform stability. Numerical
experiments are conducted to demonstrate the stability and asymptotic properties of the method.

Thirdly, we propose a new time splitting Fourier spectral method for the semi-classical
Schrödinger equation with vector potentials. Compared with the results in [3], our method achieves
spectral accuracy in space by interpolating the Fourier series via the NonUniform Fast Fourier
Transform (NUFFT) algorithm in the convection step. The NUFFT algorithm helps maintain high
spatial accuracy of Fourier method, and at the same time improve the efficiency from O(N2) (of
direct computation) to O(N logN) operations, where N is the total number of grid points. The
kinetic step and potential step are solved by analytical solution with pseudo-spectral approxima-
tion, and, therefore, we obtain spectral accuracy in space for the whole method. We prove that the
method is unconditionally stable, and we show improved error estimates for both the wave function
and physical observables, which agree with the results in [4] for vanishing potential cases and are
superior to those in [3]. Extensive one and two dimensional numerical studies are presented to verify
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the properties of the proposed method, and simulations of 3D problems are demonstrated to show
its potential for future practical applications.

Finally, we investigate numerical approximations of the scalar conservation law with the Caputo
derivative, which introduces the memory effect. We construct the first order and the second order
explicit upwind schemes for such equations, which are shown to be conditionally ℓ1 contracting
and TVD. However, the Caputo derivative leads to the modified CFL-type stability condition,
(∆t)α = O(∆x), where α ∈ (0, 1] is the fractional exponent in the derivative. When α is small,
such strong constraint makes the numerical implementation extremely impractical. We have then
proposed the implicit upwind scheme to overcome this issue, which is proved to be unconditionally
ℓ1 contracting and TVD. Various numerical tests are presented to validate the properties of the
methods and provide more numerical evidence in interpreting the memory effect in conservation
laws.

KEY WORDS: hyperbolic equation, random coefficient, potential barrier, stochas-
tic Galerkin method, polynomial chaos, linear transport equation, random inputs, dif-
fusion limit, uncertainty quantification, asymptotic-preserving scheme, semi-classical
Schrödinger equation, vector potential, semi-Lagrangian time splitting method, nonuni-
form FFT
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第一章 带多尺度和不确定性的输运与波动问题的计算方法：简介

本文中，我们主要关注于一大类常见的波动方程和 Kinetic 方程，包括对流方程和刘维尔方程、

输运方程、薛定谔方程及分数阶的守恒律方程。我们主要的目的是相关的计算方法的设计与分析。这

些方程通常来源于物理问题或工程问题，在实际应用中具有重要的意义，在数学尤其是应用数学的

研究中又具有非常强的代表性。如对于对流方程、刘维尔方程及输运方程，相关的经典计算方法的

设计和分析虽然相对成熟，但是在实际的物理问题或者工程问题中，由于各种误差和不确定性的存

在使得这些经典方法的应用大大受限，这时，如何对这种误差或不确定性带来的影响进行数值估计

和分析就变得非常重要了，这也正是我们在本文中讨论的重点之一（第二章和第三章）。而对于薛定

谔方程，由于属于所谓的高频波问题，会使通常的数值格式的计算效率非常低下甚至不可用，这类

问题目前还没有特别完美的数值格式可以在实际中大规模使用，针对这一点，本文试图通过改进一

类特定的薛定谔方程的快速算法来做出一些自己的贡献（第四章）。最后，对于分数阶的守恒律方程，

属于近年来新兴的一类问题，特别是在物理中的所谓多孔介质中的记忆效应的研究中非常重要，并

且这类问题的已有研究相对较少，本文中通过构造相应的数值格式，期望增加我们对相关现象的理

解（第五章）。

在本章中，我们将对相关问题作简要的介绍，主要包括研究的背景，研究的动机以及研究的内

容和成果。

1.1 物理方程的不确定性量化

数值模拟的终极目标是预测物理事件或工程系统的行为。人们投入了大量的努力来开发精确的

数值算法，目的是使得在数值误差得到很好的控制和理解的意义上，模拟预测是可靠的。这是数值分

析的主要目标，并且仍然保持着很高的活跃度。然而，在传统意义的数值分析中，对于参数值、初始和

边界条件等“数据”中错误或不确定性的影响的很少关心。不确定性量化（Uncertainty Quantification，
简称 UQ）的目标是研究这些错误对数据的影响，并随后为实际问题提供更可靠的预测。这个领域

在过去几年中受到越来越多的关注，特别是在复杂系统的背景下，数学模型只能作为真实物理学的

简化和缩小的表示。虽然许多模型已经成功地揭示了预测和观测之间的量化关系，但是它们的使用

受到我们在控制方程中为各种参数分配精确数值的能力的限制。由于我们对潜在的物理规律或不可

避免的测量误差了解的并不完整，不确定性正代表了数据的这种变异性并且时刻存在。因此，为了

充分了解模拟结果和随后的真实物理学，必须从模拟一开始就引入不确定性，而不是之后。

很多人在土木工程，水利，控制论等学科领域长期以来已经认识到了解不确定性的重要性。随

之而来的是解决这个问题的方法。由于不确定性的“不确定”的性质，最主要的方法是将数据不确定

性视为随机变量或随机过程，并将原始确定性系统重写为随机系统。我们指出，这种类型的随机系

统与经典的“随机微分方程”（SDE）不同，其中随机输入是一些理想化的过程，如维纳过程，泊松过

程等，并且诸如随机分析的工具已经被广泛发展，仍在积极研究之中，参见例如 [5-8]。
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1.1.1 已有方法简介

1.1.1.1 蒙特卡罗和基于抽样的方法

最常用的方法之一是蒙特卡罗取样（Monte Carlo Sampling，MCS）或其变体之一。在 MCS 中，

根据预先给定的概率分布，生成随机输入的一些（独立）实例。对于每个实例，数据是固定的，问题

变成确定。在解决问题的确定性实例之后，人们收集一组解决方案，即随机解的实例。从这个集合

可以提取统计信息，例如均值，方差等。尽管 MCS 的应用是非常直接的，因为它只需要重复执行

确定性的模拟，通常需要大量的重复，解的统计量的计算相对较慢。例如，平均值通常收敛为
1√
K

，

其中 K 是实例的数量（例如 [9]）。对于准确结果的大量实现的需要可能导致过多的计算负担，特别

是对于在其确定性设置中已经具有计算密集度的系统。人们已经开发了用于暴力加速 MCS 的收敛

的技术，例如拉丁超立方体采样（参见 [10-11]），准蒙特卡罗（参见 [12-14]）等等。其中值得一提

的进年来发展迅速、具有很大潜力的多级蒙特卡罗方法（Multilevel Monte Carlo，MLMC），这种

方法一种递归控制变量策略，使用一些随机输出量的廉价不准确的近似作为控制变量，以获得更准

确但成本更高随机量的近似值，详细的介绍可以参考文献 [15]。然而，这些方法的设计同常有很多

额外的限制，并且它们的适用性通常是有限的。

1.1.1.2 扰动方法

最流行的非抽样方法是扰动方法，其中随机场通过泰勒级数在平均值附近展开，并在某些项截

断。通常，最多使用二阶展开，因为高阶展开所得到的等式的结果变得非常复杂。这种方法已被广

泛应用于各种工程领域 [16-17]。扰动方法的固有局限性在于，输入和输出的不确定性的大小不能太

大（通常小于 10％），而且这些方法在其他方面表现不佳。

1.1.1.3 矩方程方法

在这种方法中，人们试图直接计算随机解的矩。未知数是解的各阶矩，其方程是通过取原始随

机控制方程的平均得出的。例如，平均场由控制方程的平均值确定。困难在于，矩方程的导出，除

了在极少数情况下，总是需要更高阶矩的信息。这就引出了所谓的“矩封闭”问题，这通常是通过利

用一些关于更高阶矩的特别性质来解决的。在水利学背景下，矩方程的更详细的介绍可以在 [18] 中

找到。

1.1.1.4 基于算子的方法

这些方法是基于控制方程中随机算子的运算。它们包括 Neumann 展开，其表示 Neumann 级数

中的随机算子的逆 [19-20] 和加权积分法 [21-22]。类似于扰动方法，这些基于运算子的方法也被限

制在很小的不确定性的情况下。它们的适用性通常强烈依赖于底层操作员，并且通常限于静态问题。

1.1.2 广义多项式混沌（gPC）

最近发展的，广义多项式混沌（generalized Polynomial Chaos, gPC）[23-24]，即经典多项式混

沌的推广，已经成为最广泛使用的方法之一。使用 gPC，随机解被表示为输入随机参数的正交多项
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式，并且可以选择不同类型的正交多项式以实现更好的收敛。它本质上是随机空间中的谱表示，并

且当解光滑地依赖于随机参数时，其表现出快速收敛。基于 gPC 的方法将成为本文的重点。

1.1.3 gPC 方法的发展与应用

gPC 的发展开始于 R.Ghanem 及其同事们在 PC（多项式混沌）上的创新工作。受 Wiener-
Hermite 均匀混沌理论的启发（Ghanem）[25]），Ghanem 采用 Hermite 多项式作为正交基来表示

随机过程，并将该技术应用于许多工程问题的获得了成功。概述可以在 [24] 中找到。

Hermite 多项式的使用虽然在数学上是完备的，但在一些应用中，特别是在非高斯问题的收敛

和概率近似的情况下，存在困难 [26-27]。随后，在 [23] 中提出了广义多项式混沌（gPC）来减轻困

难。在 gPC 中，根据随机输入的概率分布，选择不同种类的正交多项式作为基。可以通过选择适当

的基来实现最优收敛。在一系列论文中，gPC 的强大在各种 PDE 中得到了证明 [28-29]。
对于 gPC 的工作进一步推广是不需要作为基的多项式全局光滑。原则上任何一组完备的基都

是可行的选择，就像有限元法一样，取决于给定的问题。这种推广包括分段多项式基 [30]，小波基

[31] 和多元 gPC[32]。

1.1.4 侵入性方法（Intrusive Method）: 随机伽辽金方法

当应用于具有随机输入的微分方程时，要求解的量是 gPC 展开的系数。典型的方法是进行伽辽

金投影以最小化有限阶 gPC 展开的误差，并且因为用于扩展系数的求解方程组是确定性的，可以通

过常规数值方法来解决。这种随机伽辽金（stochastic Galerkin，SG）方法，已经在 PC 的早期工作

中应用，并被证明是有效的，也是本文中主要使用的方法。

1.1.5 非侵入性的方法（Non-intrusive Method）：随机配点法

近年来，随着 [33] 的工作，高阶随机配点（stochastic collocation，SC）方法的兴趣激增。这在

某种程度上是对旧技术“确定性抽样方法”的重新发现。随机配点方法的早期工作包括 [34-35]，并使

用一维正交点的张量积为“抽样点”。虽然已经表明这种方法可以实现高阶逼近，但参见 [36]，其适用

性仅限于较少数量的随机变量，因为采样点的数量以指数速度增长。[33] 的工作从多元插值分析中

引入了“稀疏网格”技术，可以显着减少较高随机维数的采样点数。SC 算法的实现与 MCS 类似，即

只需要通过选择适当的采样点集合，使用确定性求解器进行重复实现。原始高阶随机配点中，基函

数是由节点定义的拉格朗日多项式，即稀疏网格 [33] 或张量网格 [36]。[37] 提出了一种更实用的“伪

谱”方法，可以在 gPC 逼近的基础上与配点法进行结合。伪光谱 gPC 方法在实践中被证明比拉格朗

日插值法更容易实现。

1.1.6 gPC 方法小结

由于 gPC-SG 方法在数值分析和实践中具有相当的简洁性，所以本文中我们将以 gPC-SG 方法

为主，而使用 gPC-SC 方法作为参考对比。关于两者之间的优缺点及相关分析研究，读者可以参考

[38]。
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1.2 本文的主要内容与创新点

1.2.1 带有随机、间断系数的双曲型方程方程：提出离散 gPC-SG 方法

这类问题出现在异质介质中的波传播中，通过不同介质之间的界面或潜在的障碍，使这些方程

中的系数产生间断。随机或不确定性来自建模或实验误差。

为了处理间断系数，我们需要在间断点提供额外的物理条件，并在哈密顿保持格式的框架内 [1-
2,39-40]，将这种条件构建到数值通量中。为了处理不确定性，我们使用 gPC-SG 方法。标准 gPC-SG
方法从原始方程的 gPC 近似开始，得到 gPC 系数的确定性方程组，然后通过空间和时间的标准格

式离散化。这里的主要困难在于 gPC 近似仅当原始问题的解在随机空间中是光滑时才是准确的，而

在我们的问题中解却具有高度奇异性。

我们提出了克服这个困难的新方法，主要想法是逆转上述 gPC-SG 过程。也就是说，我们首先

用空间和时间离散原始方程，使用光滑的数值通量，然后将 gPC 近似应用于该离散方程。由于离散

的解比连续的解更光滑，所以 gPC 近似被应用于更光滑滑的函数（对于固定时间步长和网格大小），

因此可以得到很好的收敛速度。

1.2.2 带有不确定性的输运方程：gPC-SG 方法的一致（关于克努森数）收敛性分析与 micro-
macro 格式的构建

在这个问题上，我们并没有遇到不光滑的解，但这里的问题是不确定性和多尺度并存。我们研

究了在碰撞横截面，初始数据或边界数据中包含不确定性的线性输运方程。多尺度性质的特征由克

努森数号 ε 表示，其在所谓的光学薄区域 (ε� 1) 中，由于粒子的高散射率，导致线性传输方程趋近

到扩散方程，称为扩散极限。近来，开发具有不确定性和扩散尺度的线性传输方程的渐近保持（AP）

格式非常活跃（在随机 Galerkin 方法的框架下，成为 s-AP 方法）[41]。如果当 ε → 0 时，用于线性

传输方程的随机 Galerkin 方法收敛到用于扩散极限方程的随机 Galerkin 方法，则方法是 s-AP 的。

这个研究的主要困难在于，当 ε� 1 时，能量估计和收敛速度通常取决于 ε 的倒数，这意味着

需要使用的 gPC 近似多项式的阶数随着 ε 减少而剧烈增加。虽然 AP 格式可以使用独立于 ε 的数

值参数，但是要严格证明这一点非常困难。

在本研究中，我们为随机碰撞横截面的线性传输方程提供了随机 Galerkin 方法的最佳误差估

计，这是首次由人得到关于这类问题的一致收敛结果。对于数值部分，我们使用基于 micro-macro
分解的方法开发完全离散的 s-AP 方法。这种方法的优点在于它允许我们的到不依赖于 ε 的稳定性

条件。

1.2.3 使用非均匀快速傅立叶变换（NUFFT）改进具有向量势的半经典薛定谔方程的快速算法

为了设计解带有向量势的电磁场中的薛定谔方程的无条件稳定的格式，Jin 和 Zhou 在 [3] 中引

入了一种半拉格朗日时间算子分裂方法，其中网格划分策略 ∆t = O(ε) 和 ∆x = O(ε) 就足以保证

波函数的精确近似。这里的小参数 ε 代表缩放的普朗克常数。类似地，可以使用与 ε 独立的时间步

长来捕获正确的物理可观察量。在对流骤中，多项式插值技术在 [3] 中进行了分析和实现，为了效率

考虑牺牲了空间精度。实际上，如果使用谱插值就可以提高空间精度，不幸的是，它会将计算复杂
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度从 O(N)（多项式插值）增加到 O(N2)（直接傅里叶级数求和）其中 N 是网格点的数量。这里的

主要问题是标准逆 FFT 不再适用，因为取样的点不一定均匀分布。

由于非均匀快速傅里叶变换（NUFFT）（见 [42-43]）的提出，问题可以理想地解决。这是我们工

作的主要动力。我们将 NUFFT 算法合并到时间分裂半拉格朗日方法中，计算复杂度为 O(N logN)。

我们证明了该方法是无条件稳定的。与多项式插值的情况不同，现在通过全局谱近似来进行插值。当

需要还原时间和空间振荡时，即 ∆x = O(ε) 及 ∆t = O(ε)，我们证明我们的方法在空间和时间上的

额准确的。我们还在 Wigner 变换的框架中证明，使用与 ε 独立的时间步长即可允许我们计算正确

的物理观测值。

1.2.4 具有分数阶导数（Caputo）的守恒律方程的数值分析与计算

这项研究属于经典数值分析和计算，问题不具有不确定性。但是与经典守恒律不同，对于时间

导数，我们使用 Caputo 导数 (∂α
t , α ∈ (0, 1])，其引入了多孔流体扩散与记忆这种非局部记忆效应，

以及与非线性守恒定律相结合，我们对数值分析和计算两个方面的兴趣。

我们提出了一阶和二阶显示格式，并显示了使用修改的 CFL 条件，数值方案是 TVD（总变差

减小）的。然而，修改的 CFL 条件越来越受限于 α → 0，这使得显式格式对于小的 α 不可行。受

此影响，我们进一步设计了一种隐式的迎风格式，该方法被证明是无条件地稳定的，并且同样也是

TVD 的。在这些格式的帮助下，数值计算证明了方法的有效性，并提供数值证据来解释了守恒律中

的记忆效应。据我们所知，这是对分数导数的非线性守恒定律的少数尝试之一。
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第二章 gPC-SG 方法在带有间断及随机系数的双曲型方程中的应
用

我们的目标是发展有效的数值方法来解决具有不光滑和不确定系数的线性双曲型方程。这样的

问题通常出现在异质介质中的波传播中，由于不同介质之间具有界面或势垒，方程出现间断或甚至

更很强的奇异性。而随机或不确定性的出现则是由于建模或实验中的误差，由于双曲方程中的通量

通常是由经验定律、状态方程或矩封闭方法给出，导致了这种误差非常特殊，通常无法通过其他手

段去掉或者减小。

当双曲方程包含奇异系数时，通常需要在奇异点提供额外的物理条件以使得初边界值问题是适

定的，同时能够反应在界面或势垒处的波的正确物理行为 [1-2]。在势垒的情况下，一个自然的物理

条件就是折射和反射条件，在所谓的哈密尔顿守恒格式（Hamiltonian-Preserving）的框架中 [2,40]，
这些条件可以自然的构建到数值格式的通量中。这是我们将采用的解决奇异系数引起的困难的方法。

为了处理由随机不确定性带来的困难，我们将利用广义多项式混沌（generalized Polynomial
Chaos (gPC)）展开为基础的随机伽辽金（stochastic Galerkin (SG)）方法 [23-24,44-49]。如果方

程的解在随机空间具有足够的正则性，这种方法实现谱收敛，远快于经典的蒙特卡罗方法，因此对

于这种随机不确定性的问题更有效率。不幸的是，对于双曲型问题，解经常不会有这样好的正则性，

这导致方法收敛的速度非常缓慢甚至给出由于吉布斯现象导致的非收敛结果 [50-51]。本章中研究的

对象就是由于在物理空间的界面、势垒导致的解的跳跃、间断，随之波动方程的演化而传播到随机

空间，从而导致解在随机空间具有很差的光滑性的一类问题。

标准的 gPC-SG 方法过程如下：先对原始的微分方程在随机空间做 gPC 逼近（随机空间的正

交多项式逼近），这样会得到一个关于 gPC 展开系数的确定性的方程组（而随机性蕴含在 gPC 正

交多项式的基函数）。然后再用通常的方法将其空间和时间数值离散化（有限差分，有限体积，有限

元或谱方法）。如果原始问题的解在随机空间是充分光滑的，那么这种 gPC 逼近方法是非常准确的。

不幸的是，我们研究的问题恰恰不属于这种情况。

本章中我们的主要思想是逆转上述 gPC-SG 过程。也就是说，我们首先使用光滑的数值通量在

空间和时间上对原始方程进行离散，然后再将 gPC 近似应用于该离散方程。由于离散后的数值解解

比原连续方程的解具有更好的正则性，gPC 逼近则应用于该光滑的函数（对于固定的时间步长和网

格大小），因此可以期望有更好的收敛速度。我们称这样的 gPC-SG 方法为离散 gPC-SG 方法。在

[50] 的随机配点法的框架下，提出并分析了一个类似的想法，他们也注意到，虽然解确实是不连续

的，但是一些人们感兴趣的量（quantities of interests, QoI）通常具有更好的正则性，从而可以期待

更好的收敛速度。

对于双曲型方程，光滑的数值通量通常由中心差分得到，因为中心差分格式不依赖于特征线的

信息（例如 Lax-Friedrichs 格式，Lax-Wendroff 格式，等等）。而迎风类型的格式则通常会导致不光

滑的数值通量，因为它们依赖于于特征线传播速度的绝对值。对于二阶（或高阶）格式，为了抑制数

值粘性，通常使用斜率限制器（slope limiter 或者 flux limiter）或 ENO 或 WENO 型重构 [52-54]，
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而其通常不是光滑函数。为了保持数值通量光滑，我们使用文章 [55] 中引入的光滑的 BAP 斜率限

制器。

在本章中，我们将用这个新想法的来研究两个问题。首先是具有间断和随机系数的标量双曲型

方程：

ut(x, t, z) +
[
c(x, z)u(x, t, z)

]
x
= 0, t > 0. (2–1)

这里 c(x, z) 是随机系数（随机波速），其中 z 是在完备样本空间 Ω 中概率密度分布函数为 ρ(z) 的

随机变量。c(x, z) 关于 x 是简短的，这对应于不同介质之间的界面。第二个问题是是粒子密度分布

u(x, v, t, z) > 0 的刘维尔（Liouville）方程：

ut + vux − Vxuv = 0, t > 0, x, v ∈ R, (2–2)

其中势函数 V (x, z) 关于 x 中是不连续的，这对应于一个势垒的情形。在这些问题中我们感兴趣的

量包括 u 的期望值，

E[u] =
∫
u(z)ρ(z) dz. (2–3)

和方差

V[u] := E
[
(u− E(u))2

]
=

∫
u(z)2ρ(z) dz − (E[u])2 (2–4)

对于方程 (2–1)，通过先使用 Lax-Friedrichs 格式再应用 gPC-SG 方法，我们将建立所提出的

方法的正则性结果以及由此带来的在随机空间的谱收敛结果，而空间和时间的数值收敛是与在 [39]
中建立的确定性问题的分析类似。对于这些分析结果，我们都会给出相应的数值验证。

在这些问题中，不确定性也可能来自初始数据。这是个问题已经在文章 [51,56] 中给出了仔细的

分析，我们的方法显然可以在这种情况下使用。

本章的结构如下。在2.1节中，我们将介绍离散 gPC-SG 方法应用于对流方程 (2–1)，并进行完

整的正则性和全离散格式的数值收敛分析。在2.2节中，我们将展示如何将这个想法用于一阶和二阶

空间离散的刘维尔方程。在2.3节中，我们将给出对应于这两个方程的数值示例，它们将证实该方法

在随机空间的谱收敛。

2.1 带有间断、随机波速的对流方程的离散 gPC-SG 方法
我们考虑如下的标量对流方程模型ut(x, t, z) +

[
c(x, z)u(x, t, z)

]
x
= 0, t > 0,

u(x, 0, z) = u0(x, z).
(2–5)

这里 c(x, z) 关于 x 在某些地方是间断的，例如，

c(x, z) =

c−(z) > 0, 如果 x < 0,

c+(z) > 0, 如果 x > 0.
(2–6)

根据文章 [1]，我们需要在 x = 0 处给一个界面条件使得整个问题是适定的：

u(0−, t, z) = α(z)u(0+, t, z). (2–7)
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其中 α(z) = 1 对应于质量守恒定律，而对于通量的守恒定义为 α(z) = c−(z)/c+(z)，后者是我们在

本章中要考虑的情形。注意，这里我们假设 c(x, z) 关于随机变量 z 足够光滑，并且只有一个不连续

点位于 x = 0。

由于界面条件 (2–7) 导致的 u(x, t, z) 的间断将从物理空间传播到随机空间，带来的吉布斯现象

（Gibb’s phenomenon）使得 gPC-SG 方法收敛速度非常慢。这里我们提出一个与传统 gPC-SG 方法

略有不同的方法：我们首先在空间和时间离散方程 (2–5)，如同 [39] 中引入的方法，这时随机变量

z 视为固定的参数。[39] 中的关键想法是将界面条件 (2–7)“浸没”（immersed）到格式中。之后再对

gPC-SG 方法应用于离散的系统。

2.1.1 格式

设空间网格为 xi = i∆x，其中 i ∈ Z 是所有整数的集合，∆x 是网格大小。令 tn = n∆t 是时间

离散，其中 ∆t 是时间步长。令 Un
i (z) = U(xi, t

n, z) 是 u(xi, t
n, z) 的数值逼近。Jin 和 Qi 在 [39]

中为 (2–5) (2–7) 提出的浸没迎风格式（immersed upwind scheme）为
Un+1

i (z) = (1− λ−(z))Un
i (z) + λ−(z)Un

i−1(z), 如果 i ≤ 0,

Un+1
i (z) = (1− λ+(z))Un

i (z) + λ−(z)Un
i−1(z), 如果 i = 1,

Un+1
i (z) = (1− λ+(z))Un

i (z) + λ+(z)Un
i−1(z), 如果 i ≥ 2,

(2–8)

其中 λ±(z) = c±(z)∆t/∆x。

注意，从这个离散格式 (2–8) 看出，如果假设 Un
i (z) 对于每个固定的 i 是关于 z 的光滑函数，

那么在一个时间步之后，Un+1
i (z) 仍然是 z 的光滑函数。原因很简单：λ±(z) = c±(z)∆t/∆x 是 z

的光滑函数！由于我们假设初始数据相对于 z 是光滑的，所以任何时刻 tn 的数值解也应当相对于 z

是光滑的。那么，如果这时候将标准 gPC-SG 方法应用于该离散系统，则当物理网格 ∆x 和 ∆t 固

定时，可以期望将 gPC-SG 方法会谱收敛到这个数值离散的解。

根据标准的 gPC-SG 方法，我们写出 Un
i (z) 关于 z 的 gPC 展开。即用如下的有限 gPC 展开

级数来做逼近，

Un
i,(K)(z) =

K∑
k=0

Ûn
i,(k)Pk(z), (2–9)

其中的 Pk(z) 是以 ρ(z) 为权重的正交多项式基，满足下述正交条件

〈Pi, Pj〉 =
∫
Pi(z)Pj(z)ρ(z) dz = δij , (2–10)

其中的内积定义为

〈f, g〉 =
∫
f(z)g(z)ρ(z) dz, (2–11)

δij 是克罗内克 δ 函数。展开系数由如下式子确定

Ûn
i,(k) =

∫
Un

i,(K)(z)Pk(z)ρ(z) dz. (2–12)
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通过使用 (2–9) 展开和应用伽辽金（Galerkin）投影，可以得到系数 Ûn
i,(k) 满足如下方程组

Ûn+1
i = (1− λ−)Ûn

i + λ−Ûn
i−1, 如果 i ≤ 0,

Ûn+1
i = (1− λ+)Ûn

i + λ−Ûn
i−1, 如果 i = 1,

Ûn+1
i = (1− λ+)Ûn

i + λ+Ûn
i−1, 如果 i ≥ 2.

(2–13)

这里 Ûn
i = (Ûn

i,(0), . . . , Û
n
i,(K))

T 是 (K + 1) 维的向量，λ± 是 (K + 1)× (K + 1) 的矩阵，其元素为

{λ±
k,m}0≤k,m≤K，其中

λ±
k,m =

∫
c±(z)Pk(z)Pm(z)ρ(z) dz . (2–14)

2.1.2 误差估计和收敛性分析

我们首先介绍一些将在分析中使用的符号，空间和范数。我们假设 u(x, t, z) 在区域 D = [a, b]

中具有紧支集，其中 a < 0 和 b > 0 使得该区域包含界面 x = 0。−M ≤ i ≤ M 是空间离散指标，

∆x = (b− a)/(2M + 1)。时间步长指标是 n = 0, 1, . . .。

在随机空间 Ω 上定义一个带权的 L2 范数

‖f(·)‖2L2(Ω) =

∫
f2(z)ρ(z) dz. (2–15)

同时我们定义范数

‖un(·)‖2H :=

∫
‖un(z)‖2ℓ1(D)ρ(z) dz, (2–16)

其中

‖un(z)‖ℓ1(D) =
M∑

i=−M

|uni (z)|∆x. (2–17)

2.1.2.1 离散数值解在随机空间的正则性

为了获得误差估计，我们需要研究离散解 Un
i (z) 在随机空间的正则性。自然地，我们需要对给

定数据的做适当的一些假设。更确切地说，我们做出以下假设（参见 [51,57]）。

假设 2.1.
max
z∈Ω

|∂s
zλ

±(z)| ≤ γℓ, max
D⊗Ω

|∂s
zu0(x, z)| ≤ ηℓ, ∀0 ≤ s ≤ ℓ, (2–18)

其中 0 ≤ λ±(z) = c±(z)∆t/∆x ≤ 1，ℓ = 1, 2, . . .，γ，η 是正的常数。不失一般性，我们假设存在

一个有限的 τ = max
{
γℓ, ηℓ, 1

}
。

注意在假设 (2.1) 中常数 γℓ 和 ηℓ 不依赖于 x。现在我们可以陈述并证明如下正则性结果：

定理 2.1. 假设 (2.1)，那么离散的数值解 Un
i (z) 满足

max
i∈N,z∈Ω

|∂ℓ
zU

n
i (z)| ≤ Cℓ(n)(2τ)

nτ, (2–19)

对于 ∀ℓ ∈ N，其中

Cℓ(n) =
n∑

s=0

(
n

s

)
(1 + s)ℓ ≤ 2(ℓ+1)n. (2–20)
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证明. 将 (2–8) 对 z 微分 ℓ 次，



∂ℓ
zU

n+1
i (z) = ∂ℓ

zU
n
i (z)−

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ−(z)∂s

zU
n
i (z) +

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ−(z)∂s

zU
n
i−1(z) 如果 i ≤ 0,

∂ℓ
zU

n+1
i (z) = ∂ℓ

zU
n
i (z)−

l∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ+(z)∂s

zU
n
i (z) +

l∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ−(z)∂s

zU
n
i−1(z) 如果 i = 1,

∂ℓ
zU

n+1
i (z) = ∂ℓ

zU
n
i (z)−

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ+(z)∂s

zU
n
i (z) +

l∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ+(z)∂s

zU
n
i−1(z) 如果 i ≥ 2.

我们将对 n 使用数学归纳法。当 n = 1 时，初值经过一个时间步长



∂ℓ
zU

1
i (z) = ∂ℓ

zU
0
i (z)−

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ−(z)∂s

zU
0
i (z) +

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ−(z)∂s

zU
0
i−1(z) 如果 i ≤ 0,

∂ℓ
zU

1
i (z) = ∂ℓ

zU
0
i (z)−

l∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ+(z)∂s

zU
0
i (z)

l∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ−(z)∂s

zU
0
i−1(z) 如果 i = 1,

∂ℓ
zU

1
i (z) = ∂ℓ

zU
0
i (z)−

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ+(z)∂s

zU
0
i (z) +

l∑
s=0

(
ℓ

s

)
∂ℓ−s
z λ+(z)∂s

zU
0
i−1(z) 如果 i ≥ 2.

根据假设2.1，

max
i∈N,z∈Ω

|∂s
zU

0
i (z)| = max

i∈N,z∈Ω
|∂s

zu0(xi, z)| ≤ max
D⊗Ω

|∂s
zu0(x, z)| ≤ τ, (2–21)

以及

max
z∈Ω

|∂ℓ−s
z λ±(z)| ≤ τ. (2–22)

我们有

max
i∈N,z∈Ω

|∂ℓ
zU

1
i (z)| ≤ max

i∈N,z∈Ω
|∂ℓ

zU
0
i (z)|+

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
max
z∈Ω

|∂ℓ−s
z λ±(z)| max

i∈N,z∈Ω
|∂s

zU
0
i (z)|

+

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
max
z∈Ω

|∂ℓ−s
z λ±(z)| max

i∈N,z∈Ω
|∂s

zU
0
i−1(z)|

≤τ + 2τ 2
l∑

s=0

(
ℓ

s

)
≤ 2τ(2ℓ + 1)τ,

(2–23)

满足 (2–19) 当 n = 1 的情形，奠基成立。

接下来假设当 n = p 时，(2–19) 成立，即：

max
i∈N,z∈Ω

|∂ℓ
zU

p
i (z)| ≤ Cℓ(p)(2τ)

pτ, ∀ℓ ∈ N. (2–24)
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那么当 n = p+ 1 时，和前面一样，

max
i∈N,z∈Ω

|∂ℓ
zU

p+1
i (z)| ≤ max

i∈N,z∈Ω
|∂ℓ

zU
p
i (z)|+

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
max
z∈Ω

|∂ℓ−s
z λ±(z)| max

i∈N,z∈Ω
|∂s

zU
p
i (z)|

+
ℓ∑

s=0

(
ℓ

s

)
max
z∈Ω

|∂ℓ−s
z λ±(z)| max

i∈N,z∈Ω
|∂s

zU
p
i−1(z)|

≤Cℓ(p)(2τ)
pτ + 2

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
τCℓ−s(p)(2τ)

pτ

≤

(
Cℓ(p) +

ℓ∑
s=0

(
ℓ

s

)
Cℓ−s(p)

)
(2τ)p+1τ

:=Cℓ(p+ 1)(2τ)p+1τ.

(2–25)

从最后一个等式我们得到 Cℓ(p) 的递归关系，

Cℓ(n+ 1) = Cℓ(n) +
ℓ∑

s=0

(
ℓ

s

)
Cℓ−s(n), (2–26)

通过归纳法可得

Cℓ(n) =
n∑

s=0

(
n

s

)
(1 + s)ℓ, (2–27)

证实我们想要的结果，证毕。

注 1. 系数满足

Cℓ(n) =
n∑

s=0

(
n

s

)
(1 + s)ℓ ≤ 2n(1 + n)ℓ ≤ 2(ℓ+1)n. (2–28)

对于给定时刻 T = n∆t，

Cℓ(n) ≤ 2
T
∆t

(
1 +

T

∆t

)ℓ

≤ 2
(ℓ+1)T

∆t . (2–29)

2.1.2.2 gPC-SG 方法的谱收敛

记 Un
i (z) 是线性对流方程的数值格式 (2–8) 的解。我们定义 K 阶投影算子

PKU
n
i (z) =

K∑
k=0

〈
Un

i (z), Pk(z)
〉
Pk(z). (2–30)

gPC-SG 方法的误差可以分为两部分 rni,(K)(z) 和 eni,(K)(z)，

Un
i (z)− Un

i,(K)(z) = Un
i (z)− PKU

n
i (z) + PKU

n
i (z)− Un

i,(K)(z)

:= rni,(K)(z) + eni,(K)(z),
(2–31)

其中 rni,(K)(z) = Un
i (z)− PKU

n
i (z) 是截断误差，eni,(K)(z) = PKU

n
i (z)− Un

i,(K)(z) 是投影误差。

对于截断误差 rni,(K)(z)，我们有如下引理：
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引理 2.2. 在假设2.1下，对于给定时刻 T = n∆t 和任意整数 ℓ ∈ N，

‖rn·,(K)(·)‖H ≤ (b− a)Cρ(2
ℓ+2τ)nτ

Kℓ
, ∀ℓ ∈ N, (2–32)

其中 Cρ 是依赖于 {Pk(z)}k∈N 的常数。

证明. 根据 rni,(K)(z) 和范数 ‖ · ‖H 的定义，

‖rn·,(K)(·)‖ = ‖Un
· (·)− PKU

n
· (·)‖H

=

(∫
‖Un

· (z)− PKU
n
· (z)‖2l1(D)ρ(z) dz

)1/2

=

(∫ ( M∑
i=−M

|Un
i (z)− PKU

n
i (z)|∆x

)2
ρ(z) dz

)1/2

≤
M∑

i=−M

(∫
|Un

i (z)− PKU
n
i (z)|2ρ(z) dz

)1/2

∆x

=
M∑

i=−M

‖Un
i (·)− PKU

n
i (·)‖L2(Ω)∆x,

(2–33)

这里我们已经应用了闵可夫斯基不等式（Minkowski inequality）。然后根据熟知的正交多项式逼近

的结果 [58]，得到

‖Un
i (·)− PKU

n
i (·)‖L2(Ω) ≤

Cρ‖∂ℓ
zU

n
i (z)‖L2(Ω)

Kℓ
. (2–34)

由定理2.1，得到

‖∂ℓ
zU

n
i (·)‖L2(Ω) ≤ max

i∈N,z∈Ω

∣∣∂ℓ
zU

n
i (z)

∣∣(∫ ρ(z) dz
)2

≤ Cl(n)(2τ)
nτ ≤ 2(ℓ+1)n(2τ)nτ, (2–35)

对于 ∀l ∈ N，所以

‖Un
i (·)− PKU

n
i (·)‖L2(Ω) ≤ Cρ(2

ℓ+2τ)nτ/Kℓ, ∀ℓ ∈ N, (2–36)

导致

‖Un
· (·)− PKU

n
· (·)‖H ≤

M∑
i=−M

Cρ(2
ℓ+2τ)nτ/Kℓ∆x =

(b− a)Cρ(2
ℓ+2τ)nτ

Kℓ
. (2–37)

证毕。

接下来要估计 eni,(K)(z)。为此，首先注意到 Un
i,(K)(z) 满足

Un+1
i,(K)(z) = Un

i,(K)(z)− PK

[
λ−(z)

(
Un

i,(K)(z)− Un
i−1,(K)(z)

)]
如果 i ≤ 0,

Un+1
i,(K)(z) = Un

i,(K)(z)− PK

[(
λ+(z)Un

i,(K)(z)− λ−(z)Un
i−1,(K)(z)

)]
如果 i = 1,

Un+1
i,(K)(z) = Un

i,(K)(z)− PK

[
λ+(z)

(
Un

i,(K)(z)− Un
i−1,(K)(z)

)]
如果 i ≥ 2.

(2–38)
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另一方面，直接对格式 (2–8) 做 K 阶投影
PKU

n+1
i (z) = PKU

n
i (z)− PK

[
λ−(z)

(
Un

i (z)− Un
i−1(z))

]
如果i ≤ 0,

PKU
n+1
i (z) = PKU

n
i (z)− PK

[(
λ+(z)Un

i (z)− λ−(z)Un
i−1(z))

]
如果 i = 1,

PKU
n+1
i (z) = PKU

n
i (z)− PK

[
λ+(z)

(
Un

i (z)− Un
i−1(z))

]
如果 i ≥ 2.

(2–39)

(2–39) 减去 (2–38) 得到

en+1
i,(K) = eni,(K) − PK

[
λ−(z)(eni,(K) − eni−1,(K))

]
− PK

[
λ−(z)(rni,(K) − rni−1,(K))

]
如果 i ≤ 0,

en+1
i,(K) = eni,(K) − PK

[
(λ+(z)eni,(K) − λ−(z)eni−1,(K))

]
− PK

[
(λ+(z)rni,(K) − λ−(z)rni−1,(K))

]
如果 i = 1,

en+1
i,(K) = eni,(K) − PK

[
λ+(z)(eni,(K) − eni−1,(K))

]
− PK

[
λ+(z)(rni,(K) − rni−1,(K))

]
如果 i ≥ 2.

(2–40)

其中为了书写清楚我们省略了 z。

现在我们可以给出对于投影误差 eni,(K)(z) 的如下估计

引理 2.3. 在假设2.1下，对于给定时刻 T = n∆t 和任意整数 ℓ ∈ N 投影误差满足如下估计

‖en·,(K)(·)‖H ≤ 2τ(b− a)CρC
′
ℓ(n)

Kℓ
, ∀ℓ ∈ N, (2–41)

其中 C ′
ℓ(n) =

(2ℓ+2τ)n − 3n

2ℓ+2τ − 3
，Cρ 是只依赖于正交多项式 {Pk(z)}k∈N 的常数。

证明. 首先，根据 (2–40)，对于 i ≤ 0 我们有如下估计，

‖en+1
i,(K)‖L2(Ω) ≤ ‖eni,(K)‖L2(Ω) + ‖PK‖

[
max
z∈Ω

(λ−(z))(‖eni,(K)‖L2(Ω) + ‖eni−1,(K)‖L2(Ω))
]

+ ‖PK‖
[

max
z∈Ω

(λ−(z))(‖rni,(K)‖L2(Ω) + ‖rni−1,(K)‖L2(Ω))
]
.

(2–42)

注意到 ‖PK‖ ≤ 1（投影算子）和 max
z∈Ω

(λ±(z)) ≤ 1，可以得出

‖en+1
i,(K)‖L2(Ω) ≤ ‖eni,(K)‖L2(Ω) + ‖eni,(K)‖L2(Ω) + ‖eni−1,(K)‖L2(Ω)

+ ‖rni,(K)‖L2(Ω) + ‖rni−1,(K)‖L2(Ω).
(2–43)

根据 (2–36)，
‖rni,(K)‖L2(Ω) ≤ Cρ(2

ℓ+2τ)nτ/Kℓ, ∀i ∈ Z, ∀ℓ ∈ N, (2–44)

所以

‖en+1
i,(K)‖L2(Ω) ≤ 2‖eni,(K)‖L2(Ω) + ‖eni−1,(K)‖L2(Ω) + Cρ2τ(2

ℓ+2τ)n/Kℓ. (2–45)

类似的，对于 i = 1 和 i ≥ 2，我们有和上面一样的估计，将这些估计加在一起并且乘以 ∆x

‖en+1
(K) ‖H ≤ 3‖en(K)‖H + 2τ(b− a)Cρ(2

ℓ+2τ)n/Kℓ. (2–46)
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使用这个递归关系以及注意到 ‖e0(K)‖H = 0，得到

‖en(K)‖H ≤ 2τ(b− a)Cρ

Kℓ

(2ℓ+2τ)n − 3n

2ℓ+2τ − 3
:=

2τ(b− a)CρC
′
ℓ(n)

Kℓ
. (2–47)

证毕。

现在我们可以陈述 gPC-SG 方法对于离散系统的收敛性定理：

定理 2.4. 在假设2.1下，对于给定时刻 T = n∆t 和任意给定整数 ℓ ∈ N，gPC-SG 方法应用于离散
的格式所产生的误差

‖Un − Un
(K)‖H ≤ (b− a)CρC(ℓ, n)

Kℓ
, ∀ℓ ∈ N, (2–48)

其中 C(ℓ, n) = (2ℓ+2τ)nτ + 2τC ′
ℓ(n)。

证明. 根据引理2.2和引理2.3，我们有

‖Un−Un
(K)‖H ≤ ‖rn(K)‖H+‖en(K)‖H ≤ (b− a)Cρ(2

ℓ+2τ)nτ

Kℓ
+
2τ(b− a)CρC

′
ℓ(n)

Kℓ
:=

(b− a)CρC(ℓ, n)

Kℓ
,

证毕。

注 2. 常数 C(ℓ, n) = O
(
2(ℓ+1)n

)
= O

(
2

(ℓ+1)T
∆t

)
，这说明对于固定的网格参数，gPC-SG 方法是谱

收敛。

2.1.2.3 离散 gPC-SG 方法的误差估计

现在我们可以证明误差估计的主要结果。其中用到的部分误差估计引自 Jin 和 Qi 关于确定性

问题的结果 [39]。

引理 2.5. 设 u0(x, z) 是 z 的有界变差函数。那么格式 (2–8)，在 CFL 条件 0 < λ±(z) < 1 下，有

如下的 ℓ1 界：

‖Un(z)− u(·, tn, z)‖ℓ1(D) ≤ C1(z)Γ(c
−(z)) + C2(z)Γ(c

+(z)), 对每个固定的 z, (2–49)

其中

Γ(c±(z)) = 2

√
c±(z)∆x(1− c±(z)

∆t

∆x
)tn +∆x, (2–50)

C1(z)，C2(z) 是 z 的有界函数。

证明. 对于每个固定的 z，这相当于一个确定性的问题，故可以直接应用文章 [39] 中的定理 1。注

意这里我们假设 c±(z) 时恒正的并且有界的，所以可以得到界 C1(z) 和 C2(z)。

接下来我们证明下述估计：

定理 2.6. 在假设2.1以及 u0(x, z) 是 z 的有界变差函数，关于离散的 gPC-SG 方法的误差估计：

‖Un
(K) − u(·, tn, ·)‖H ≤ C(T )(

√
∆x+∆t+∆x) +

(b− a)CρC(ℓ, n)

Kℓ
, ∀l ∈ N, (2–51)

C(T ) 只依赖于 T，C(ℓ, n) 依赖于 ∆t 和 ℓ。
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证明. 首先我们将误差分成两部分：

‖Un
(K) − u(·, tn, ·)‖H ≤ ‖Un − u(xi, t

n, z)‖H + ‖Un
(K) − Un‖H . (2–52)

第一部分是数值格式 (2–8) 的误差，根据引理2.5

‖Un
(K) − u(·, tn, ·)‖H =

(∫
‖Un(z)− u(·, tn, z)‖2l1(D)ρ(z) dz

)1/2

≤

(∫
(C1(z)Γ(c

−(z)) + C2(z)Γ(c
+(z)))2ρ(z) dz

)1/2

≤

(∫
[(C1(z)Γ(c

−(z))]2ρ(z) dz
)1/2

+

(∫
[(C2(z)Γ(c

+(z))]2ρ(z) dz
)1/2

.

(2–53)

最后一个不等式为闵可夫斯基不等式。注意到 C1(z) 有界和(∫
[Γ(c±(z))]2ρ(z) dz

)1/2

≤ 2

(∫
c±(z)∆x(1− c±(z)

∆t

∆x
)tnρ(z) dz

)1/2

+

(∫
∆x2ρ(z) dz

)1/2

= 2

(
tn∆x

∫
c±(z)ρ(z) dz − tn∆t

∫
(c±(z))2ρ(z) dz

)1/2

+∆x

≤ C(T )
√
∆x+∆t+∆x.

(2–54)

因此得到

‖Un − u(·, tn, ·)‖H ≤ C(T )(
√
∆x+∆t+∆x). (2–55)

对于第二部分，根据定理2.4我们有

‖Un − Un
(K)‖H ≤ (b− a)CρC(ℓ, n)

Kℓ
, ∀ℓ ∈ N. (2–56)

最后我们将这两部分相加即得结论，证毕。

2.2 用于带随机势函数的刘维尔方程的离散 gPC-SG 方法
在本节中，我们研究具有随机不确定性的经典力学中的 Liouville 方程：

ut + vux − Vxuv = 0, t > 0, x, v ∈ R, (2–57)

初值为

u(x, v, 0, z) = u0(x, v, z), (2–58)

其中 u(x, v, t, z) 是在位置 x，速度为 v，时刻 t 的经典粒子的密度分布函数。V (x, z) 是依赖于随机

变量 z 的势函数。

刘维尔方程具有由牛顿第二定律定义的双特征线：

dx

dt
= v,

dv

dt
= −Vx(x, z), (2–59)
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是一个带有随机哈密顿量的哈密顿系统。

H =
1

2
v2 + V (x, z). (2–60)

如果 V (x, z) 关于 x 是间断的（对应于随机势垒的情况），则由 (2–59) 给出的 Liouville 方程的特

征速度在间断处是无穷大，常规数值方法会遇到困难。另一方面，从经典力学可知，哈密尔顿算子在

势垒上保持守恒。基于这个原理，Jin 和 Wen 提出了一个框架，被称为哈密顿守恒格式（Hamiltonian
preserving scheme），其中他们根据粒子跨越势垒时的物理行为建立界面条件并加入到格式中，见

[2], [59]。
如同前面一节，我们首先用哈密顿守恒格式离散方程 (2–57)，这时我们把随机变量 z 视为固定的

参数。不失一般性，我们在 x和 v 方向使用均匀网格，xi+1/2, i = 0, . . . , N 和 vj+1/2, j = 0, . . . ,M。网

格中心在 (xi, vj)，i = 1, . . . , N，j = 1, . . . ,M，其中 xi = (xi+1/2+xi−1/2)/2，vj = (vj+1/2+vj−1/2)/2。

网格大小记为 ∆x = xi+1/2 − xi−1/2 和 ∆v = vi+1/2 − vi−1/2。此外，我们假设 V 的间断点落在网格

点上。令在 xi+1/2 处的 V 的左和右极限分别为 V +
i+1/2 and V −

i+1/2。那么格式可以写成：

∂tuij(z) + vj
u−i+1/2,j(z)− u+i−1/2,j(z)

∆x
− DVi(z)

ui,j+1/2(z)− ui,j−1/2(z)

∆v
= 0, (2–61)

这里

DVi(z) :=
V −
i+1/2(z)− V +

i−1/2(z)

∆x
. (2–62)

我们还要确定网格边界上的数值通量 ui,j+1/2(z) 和 u±i+1/2,j(z)。

2.2.1 一阶空间离散格式

在这里，我们可以对通量 u±i+1/2,j(z) 使用标准的一阶迎风格式，因为在这个方向上的波速度是

vj，随机变量 z 无关。因此，特性线实际上是确定性的。例如，我们考虑 vj > 0，根据哈密顿守恒

格式，
u−i+1/2,j(z) = uij(z),

u+i+1/2,j(z) =

c1ui+1,k(z) + c2ui+1,k+1(z), 折射,

ui+1,k(z), 反射,

(2–63)

k 速度 v 满足如下跨界面能量守恒条件 (见 [2]) 的指标，

1

2
(vj)

2 + V −
i+1/2 =

1

2
(v+)2 + V +

i+1/2, (2–64)

其中 v+ 是粒子穿过势垒后的速度。如果 (vj)
2 + 2(V −

j+1/2 − V +
j+1/2) > 0，粒子会穿过势垒（折射），

v+ =
√
(vj)2 + 2(V −

j+1/2 − V +
j+1/2), (2–65)

k 满足

vk ≤ v+ < vk+1, (2–66)

c1 盒 c2 是线性插值的系数，

c1 =
v+ − vk
∆v

, c2 =
vk+1 − v+

∆v
, c1 + c2 = 1. (2–67)
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如果 (vj)
2 + 2(V −

j+1/2 − V +
j+1/2) < 0，粒子会被势垒反射，这时 k 满足

vk = −vj . (2–68)

当 vj < 0 时，同理我们可以由 (2–64) 确定 c1,，c2 和 k。

对于通量 ui,j+1/2(z)，在处理它时应该小心。与 x 方向的通量不同，v 方向的波速 DVi(z) 依赖

于随机变量 z，从而使得特性先是随机的。这将使得物理空间中的解的间断性传播到随机空间中，如

果我们使用依赖特征线信息的格式（如迎风格式），这将导致最终的离散解在随机空间具有比较差的

正则性。

这里我们用 Lax-Friedrichs 数值通量，它是不依赖于特征线信息的，

ui,j+1/2(z) =
1

2

[
α

DVi(z)

(
ui,j+1(z)− uij(z)

)
−
(
uij(z) + ui,j+1(z)

)]
, (2–69)

α 为常数满足 α ≥ max
i,z

|DVi(z)|。

从上面的讨论中，可以容易地看到 x 方向和 v 方向的通量都是关于 z 的光滑函数。如2.1节所

述，我们可以得出结论，该离散格式的解 uij(z)，对于每个固定的 i, j 是 z 的光滑函数。然后，我们

将标准 gPC-SG 方法应用于该离散系统，与2.1节相同，当网格尺寸 ∆x 和时间步长 ∆t 固定时，可

以期望该方法快速收敛到离散的解，其理由与2.1节中的相同。

注 3. 这里可以使用任何中心格式，例如局部 Lax-Friedrichs 格式等等。

2.2.2 二阶空间离散格式

在前两节中，我们提出了一个具有一阶空间离散的离散 gPC 格式。接下来，我们将给出空间上

为二阶的离散格式。具体来说，空间数值通量根据哈密顿守恒格式 [2]，由下式给出（考虑 vj > 0 时

的情况）

u−i+1/2,j(z) = uij(z) +
∆x

2
sij(z),

u+i+1/2,j(z) =


c1

(
ui,k(z) +

∆x

2
si,k(z)

)
+ c2

(
ui,k+1(z) +

∆x

2
si,k+1(z)

)
,

ui+1,k(z)−
∆x

2
si+1,k(z),

(2–70)

sij 为斜率限制器，c1, c2, k 同样由 (2–63)–(2–68) 根据哈密顿守恒格式给出，正如一阶的情况。

由于解包含不连续性，因此二阶方案将必然引入数值振荡。为了抑制这些振荡，根据总变差减

小的思想（total-variation-diminishing, TVD[52]，可以使用斜率限制器。然而，大多数用于捕捉激波

斜率限制器都是非常不光滑的，而这在我们的格式中是不能容忍的。为此，我们使用了被称为 BAP
的光滑的斜率限制器，最早在文章 [55] 中被引入。分别定义在点 (xi, vj) 向后和向前的查分为，

sl(z) = (uij(z)− ui−1,j(z))/∆x,

sr(z) = (ui+1,j(z)− uij(z))/∆x,
(2–71)

那么 BAP 斜率限制器为

sij(z) = B−1

(
B(sl(z)) + B(sr(z))

2

)
. (2–72)
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一些光滑的 B(x) 的例子包括

B(x) = arctan(x), B−1(x) = tan(x),

B(x) = tanh(x), B−1(x) = tanh−1(x),

B(x) = x√
1 + x2

, B−1(x) =
x√

1− x2
.

(2–73)

2.2.2.1 全离散格式

接下来，我们需要在 v 方向中定义数值通量。到这个阶段，为了得到一个光滑滑的离散解（关

于 z），我们还需要选择一些不依赖于特征信息的通量格式，这里我们使用 Lax-Wendroff 格式：

ui,j+1/2(z) =
1

2
(ui,j+1(z) + ui,j(z)) + (DVi(z))

∆t

2∆v
(ui,j+1(z)− uij(z)). (2–74)

结合2–61)，(2–70) 和 (2–74)，我们得到在相空间二阶，并且对 z 光滑的格式

∂tuij(z) = RHS(z). (2–75)

我们现在对这个离散系统使用 gPC-SG 方法，对于 gPC 展开中的第 k 项 un,kij ，我们有：

∂tu
k
ij(z) = 〈RHS(z), Pk(z)〉 , (2–76)

Pk(z) 为 k 阶正交多项式，〈·〉 为随机空间的内积。由于 RHS(z) 的非线性和其复杂的形式，我们将

使用数值积分（即高斯积分）来计算 (2–76) 的右端。

〈RHS(z), Pk(z)〉 =
M∑

m=0

RHS(zm)Pk(zm)wm, (2–77)

M 为高斯积分的点数，zi, wi 为高斯积分点及对应的权重。这里我们将整个算法在每个时间步总结

如下，

• 首先，使用 gPC 展开 unij(z) =
K∑

k=0

un,ki,j Pk(z) 来计算 unij(zm)。注意，只需要计算 Pk(zm)，而

这是独立于时间的，因此可以预先计算好。

• 对于每个 i, j,m，用 unij(zm) 和 (2–70) 及 (2–74) 得到 RHS(zm)
• 最后对于每个 i, j, k，根据 (2–77)，使用向前欧拉或者龙格库塔向前迭代一个时间步长。

注 4. 对于对流方程 (2–5)，可以简单地在2–8) 中将 Un
i (z) 替换为 Un

i (z) + si(z)∆x/2，并按照上

述过程得到二阶格式。

2.3 数值例子

在本节中，我们将进行一些数值实验来展示我们提出的方法的性能并检查其数值精度。
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2.3.1 例一：带有随机间断系数的标量对流方程

我们考虑初值问题 ut +
[
(c(x, z)u

]
x
= 0, t > 0, x ∈ R,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
(2–78)

其中

c(x, z) = 0.3z +

c− > 0, 如果 x < 0,

c+ > 0, 如果 x > 0,
(2–79)

其中 z 是 [−1, 1] 上的均匀分布（因此 gPC 展开的基应该是归一化后的勒让德多项式），我们将随

机变量 z 视为一个微小扰动，使得 (c± + 0.3z) > 0 在 z ∈ [−1, 1] 上成立。

在这个例子中，我们取初值为

u0(x) = cos(0.25πx), 在 [−1, 3], (2–80)

界面位于 x = 0，界面条件为：

u(0+, t, z) = ρ(z)u(0−, t, z), (2–81)

其中

ρ(z) =
c− + 0.3z

c+ + 0.3z
, (2–82)

来使得通量守恒。

这个简单模型问题的显式解可以很容易地通过使用包含界面条件的特征方法来获得 [2]：

u(x, t, z) =


u0
(
x− (c+ + 0.3z)t

)
, x > (c+ + 0.3z)t,

ρ(z)u0
(
ρ(z)[x− (c+ + 0.3z)t]

)
, 0 < x < (c+ + 0.3z)t,

u0
(
x− (c− + 0.3z)t

)
, x < 0.

(2–83)

在下面的例子中，我们设 c− = 1，c+ = 2，最终时刻 T = 1。可以由 (2–3) 和 (2–4) 得到显式解的

期望与方差。

对于数值解，我们通过下式计算期望

Ei(t
n) := E[u(xi, tn, z)] =

∫
u(xi, t

n, z)ρ(z) dz = Ûn
i,(0),

和方差

Vi(t
n) := E

[
(u− E(u))2

]
=

K∑
k=1

(
Ûn

i,(k)

)2
.

显式解和数值解之间的误差用 ℓ1 范数来描述。

图2–1显示当 x = 2 时，显式解 (2–83) 在 z = 0 处有间断。图2–2画出了显式解的期望值和方

差。在这种情况下，可以预期标准 gPC-SG 方法的收敛很慢。
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图 2–1 例一：显式解 (2–83) 在 t = 1 和 x = 2 处关于 z 间断。

Fig 2–1 Example 1. The analytic solution (2–83) at t = 1 and x = 2 is a discontinuous function of z.

2 1 0 1 2 3
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Expectation
Variance

图 2–2 例一：显式解的期望与方差。
Fig 2–2 Example 1. The expectation and variance of the analytic solution.
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2.3.1.1 一阶差分逼近

在本小节中，我们将给出离散 gPC-SG 方法的数值结果。图2–3显示使用 ∆x = 0.001，∆t =
1

4
∆x，gPC-SG 阶数 K = 20 的数值解与显式解的期望与方差的比较。方差的误差是由一阶空间离

散的低分辨率导致的。后面我们将使用二阶离散格式对其进行改进。

接下来，我们对 gPC-SG 进行收敛性测试。我们在所有计算中固定 ∆x = 0.005 和 ∆t =
1

5
∆x。

图2–4显示 ℓ1 误差相对于 gPC 阶数 K 衰减得非常快。当 K = 4 时，基本衰减到有限差分法的误

差。

2 1 0 1 2 3
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Analytic expectation
Expectation of the new gPC method

2 1 0 1 2 3
x

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

Analytic variance
Variance of the new gPC method

图 2–3 例一：一阶格式的数值解与显示解比较，∆x = 0.001，∆t =
1

4
∆x，gPC 阶数 K = 20。

Fig 2–3 Example 1. The analytic solution compared with the new gPC-SG method using first order finite
difference approximation with ∆x = 0.001, ∆t =

1

4
∆x, gPC order K = 20.

然而，在图2–4中，由于有限差分的误差占主导地位（远大于 gPC-SG 方法的误差），这样很难

验证 gPC 方法的收敛速度。为了验证 gPC-SG 的收敛性，我们固定 ∆x 和 ∆t，用作为 K = 30 时

的解作为参考解，比较 K 不同时与参考解的差别。我们测量每个 K = 2, 3, . . . , 20 和 K = 30 之间

的 ℓ1 误差，结果如图2–5所示。通过对数图可以观察到 gPC-SG 方法是指数收敛的。

2.3.1.2 二阶差分逼近

对于二阶格式，我们用与前面一阶格式相同的设置。图2–6画出了与显示解相比的期望值和方差，

可以看到比一阶格式的结果要好，特别是方差在 x = 2 附近的近似。

图2–7和图2–8显示了 gPC-SG 方法的收敛，从中可以观察到收敛是非常之快的。比较图2–7和
图2–4，我们可以看到二阶格式有更好的总 ℓ1 误差。但是图2–8中显示的 gPC 收敛的速率却不如一

节格式。这点并不奇怪，因为我们的收敛速率取决于离散解的光滑性，而一阶格式给出的数值粘性

较大，从而光滑性更好。二阶格式因为它更接近于精确解（其是非常不光滑的），因此与一阶格式相

比离散解的光滑性相对比较差，而这正是影响收敛速率的主要因素，所以二阶格式的收敛速度相比

一阶而言较慢。然而这并不意味着二阶格式不如一阶，因为必须考虑整体的误差，包括空间离散的

误差。通过比较图2–6与图2–3，图2–7与图2–4，显然二阶格式要优于一阶格式。
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图 2–4 例一：一阶离散格式 ℓ1 误差与 gPC 阶数的关系，∆x = 0.005, ∆t =
1

5
∆x。

Fig 2–4 Example 1. The first order finite difference approximation with ∆x = 0.005, ∆t =
1

5
∆x: the ℓ1 error

versus the gPC order.
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图 2–5 例一：一阶格式的 gPC-SG 方法误差与 gPC 阶数的对数关系，∆x = 0.005, ∆t =
1

5
∆x。

Fig 2–5 Example 1. The first order finite difference approximation ∆x = 0.005, ∆t =
1

5
∆x: the gPC error versus

the gPC order by a log-log plot (with other numerical parameters fixed).
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Analytic expectation
Expectation of the new gPC method
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图 2–6 例一：显式解与二阶空间离散的 gPC-SG 方法比较，∆x = 0.001，∆t =
1

4
∆x，gPC-SG 的阶数为 K = 20。

Fig 2–6 Example 1. The analytic solution compared with the new gPC-SG method using the second order finite
difference approximation with ∆x = 0.001, ∆t =

1

4
∆x, gPC order K = 20.
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图 2–7 例一：二阶格式 ℓ1 误差与 gPC 阶数的关系，∆x = 0.005，∆t =
1

5
∆x。

Fig 2–7 Example 1. The second order finite difference approximation ∆x = 0.005, ∆t =
1

5
∆x: the ℓ1 error versus

the gPC order.
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图 2–8 例一：二阶格式 ℓ1 误差与 gPC 阶数的对数关系，∆x = 0.005，∆t =
1

5
∆x。

Fig 2–8 Example 1. The second order finite difference approximation ∆x = 0.005, ∆t =
1

5
∆x: the gPC error

versus the gPC order by a log-log plot (with other numerical parameters fixed).

2.3.2 例二：带有随机间断势的刘维尔方程

再次写出刘维尔方程

ut + vux − Vxuv = 0, t > 0, x, v ∈ R, (2–84)

其中随机势如下

V (x, y) = V0(x) + 0.1xz, (2–85)

z 为 (−1, 1) 上的均匀分布，

V0(x) =

0.2, x < 0,

0, x > 0.
(2–86)

对于给定的初始数据，因为无法得到这个问题的显式精确解。所以，我们将使用配点法（stochas-
tic collocation method）作为参考解。在配点法中，在对应的随机空间中取 {zi}1≤i≤M 的离散点集

合，称为抽样点，我们在只需在抽样点上解刘维尔方程 (2–2)。对于每个固定的 zi，我们只需要使用

用来解确定性 的带间断势的刘维尔方程的哈密顿守恒格式。然后，可以通过 (2–3) 和 (2–4) 通过数

值积分获得期望和方差。在以下示例中，我们选择 {zi}1≤i≤M 作为 M 阶勒让德多项式的根，并使

用高斯积分来获得期望值和方差。
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对于 gPC-SG 方法我们需要计算
∫ 1

−1
V0(z)Pj(z)Pk(z)ρ(z) dz 也就是，

∫ 1

−1

V0(z)Pj(z)Pk(z)ρ(z) dz =



j + 1√
(2j + 1)(2j + 3)

, k = j + 1,

V ′
0(x), k = j,

j√
4j2 − 1

, k = j − 1.

(2–87)

这里我们得到一个对称的三对角矩阵。

为了说明由间断的势导致的解的奇异性，我们使用连续的初值：

u(x, v, 0) =

sin[2π(0.25− (x2 + v2))], x2 + v2 < 0.25,

0, 其他.
(2–88)

由配点法 (M = 20 个抽样点) 和我们的 K = 4 阶离散 gPC-SG 方法期望与方差如下图2–9所示。虽
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图 2–9 例二：初值为 (2–88)。由配点法（左）与离散 gPC-SG 方法（右）得到的期望。
Fig 2–9 Example 2 with initial data (2–88). Expectation of the solution. Left: the collocation method with 20

sample points. Right: the new gPC-SG method with gPC order K = 4.

然初值是连续的，但由于界面条件的存在，解仍然是间断的。而这种奇异性会大大影响 gPC-SG 方

法的收敛性。

2.3.2.1 一阶差分逼近

在这个例子里，我们考虑初值

u(x, v, 0) =


1, x ≥ 0, v < 0, x2 + v2 < 1,

1, x ≤ 0, v > 0, x2 + v2 < 1,

0, 其他.

(2–89)
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图 2–10 例二的确定性版本，初值 (2–89)。显式精确解（左），数值解（右），∆x = ∆v = 0.015，∆t = 0.001。

Fig 2–10 The deterministic case of Example 2 with initial data (2–89). Left: analytic solution of the deterministic
problem with z = 0 and t = 1. Right: numerical solution using the first order Hamiltonian preserving scheme
with ∆x = ∆v = 0.015, ∆t = 0.001.

注意，由于初始数据和势的不连续性从而导致解具有奇异性。该示例的确定性版本在 [2] 中被

使用过，并且可以通过使用特征线的方法获得显式精确解。我们首先在画出对应于 [2] 中的确定性

示例的图2–10，包括显示精确解和数值解（使用一阶通量），其中固定 z = 0。

然后我们与用配点法计算的解（M = 20 样本点）（图2–11和2–12左）进行比较。图2–11和2–12右
显示我们的新 gPC-SG 方法的解，其中 gPC 阶数 K = 10。这里的网格大小是 ∆x = ∆v = 0.03，

时间步长是 ∆t = 0.002。可以看到随机方程的解的期望和当 z = 0 的确定性情况之间的差异，并

且这种差异也可以容易地在方差图上看出。随机方程的解的期望更加光滑，因为它对 z 变量进行了

积分（相当于平均），从而得到了更好的正则性（参见 [60-61]）。关于计算的开销，我们的新的离散

gPC-SG 方法运行比配点法要快得多。配点法要花费大约 20 倍确定性版本的成本，因为我们使用了

20 个样本点；然而，我们的新的离散 gPC-SG，阶数 K = 10（即可得到优于配点法 20 个样本点的

解），花费大约 10 倍确定性问题的成本。

在图2–13，我们画出离散 gPC-SG 方法的 ℓ1 误差随着 gPC 阶数 K 增加的变化关系，显示出

了谱收敛结果。

2.3.2.2 二阶差分格式

这里对于二阶差分格式，我们使用和前面一阶格式类似的参数设定。

首先，如同一阶的情形，我们在2–14中画出由二阶格式得到的 z = 0 时确定性的方程的数值解。

二阶格式明显给出了高分辨率的结果（相比一阶格式，见图2–10和图2–15）。但是由于在 v 方向我们

用的是 Lax-Wendroff 格式，所以这里有一些数值振荡。

接下来我们对比由配点法和离散 gPC-SG 方法计算的期望与方差，见图2–15和2–16： 可以看

到二者的结果没有显著差异，在街的间断处都给出了比一阶格式更好的结果。这里对于计算的花费，

我们的离散 gPC-SG 方法比配电法要稍快一些，因为在计算 〈RHS(z)〉 时我们用了和配点法类似的
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图 2–11例二：初值为 (2–89)，由一阶差分格式得到的期望，配点法（左）与离散 gPC-SG方法（右），∆x = ∆v = 0.03，

∆t = 0.002。

Fig 2–11 Example 2 with initial data (2–89) by the first order finite difference approximation with ∆x = ∆v = 0.03

and ∆t = 0.002. The expectation of the solution. Left: the collocation method with M = 20 samples points.
Right: the new gPC-SG method using first order finite difference approximation.
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图 2–12例二：初值为 (2–89)，由一阶差分格式得到的方差，配点法（左）与离散 gPC-SG方法（右），∆x = ∆v = 0.03，

∆t = 0.002。

Fig 2–12 Example 2 with initial data (2–89) by the first order finite difference approximation with ∆x = ∆v = 0.03

and ∆t = 0.002. The variance of the solution. Left: the collocation method. Right: the new gPC-SG method.
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图 2–13 例二：初值 (2–89)，一阶离散 gPC-SG 方法的 ℓ1 误差随着 gPC 阶数 K 增加的变化关系（左）及对数图

（右）。

Fig 2–13 Example 2 with initial data (2–89). Convergence of the new gPC-SG method using the first order finite
difference approximation. Left: the ℓ1 error versus gPC order. Right: the gPC error versus the gPC order by a
log-log plot (with other numerical parameters fixed).
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图 2–14 例二：初值为 (2–89) 的确定性版本。左图为显式精确解（z = 0，t = 1）；右图为二阶格式的数值解，

∆x = ∆v = 0.015，∆t = 0.001。

Fig 2–14 The deterministic case of Example 2 with initial data (2–89). Left: analytic solution of the deterministic
problem with z = 0 and t = 1. Right: numerical solution using the second order Hamiltonian preserving scheme
with ∆x = ∆v = 0.015, ∆t = 0.001
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图 2–15 例二：初值为2–89)，二阶离散配点法的解，期望（左）和方差（右），∆x = ∆v = 0.03，∆t = 0.002。

Fig 2–15 Example 2 with initial data (2–89) by the second order finite difference approximation with ∆x = ∆v =

0.03, ∆t = 0.002. Reference solution by the collocation method with 20 sample points at t = 1. Left: expectation.
Right: variance.
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图 2–16 例二：初值为2–89)，二阶离散 gPC-SG 的结果，期望（左）和方差（右），∆x = ∆v = 0.03，∆t = 0.002。

Fig 2–16 Example 2 with initial data (2–89) by the second order finite difference approximation with ∆x = ∆v =

0.03, ∆t = 0.002. Solution at t = 1 computed by the new gPC-SG method. Left: expectation. Right: variance.
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图 2–17 例二：初值 (2–89)，二阶离散 gPC-SG 方法的收敛性，ℓ1 误差与 gPC 阶数的关系图（左）和相应的对数
图（右）。

Fig 2–17 Example 2 with initial data (2–89). Convergence of the new gPC-SG method using second order finite
difference approximation. Left: the ℓ1 error versus the gPC order. Right: the gPC error versus the gPC order
by a log-log plot (with other numerical parameters fixed).

思想。

最后，我们来测试离散 gPC-SG 方法的收敛速率。首先固定网格参数：∆x = ∆v = 0.03，∆t =

0.02，t = 1。用 20 个点的高斯积分来计算内积 (2–76) 并选择 gPC 阶数 K = 10 为参考解来看 K

从 3 增加到 10 时误差的变化。从图2–17可以看出谱收敛的结果。

2.4 本章总结与展望

在本章中，我们研究了带有间断与随机系数的双曲型方程的数值解法。为了克服由解的奇异性

导致的 gPC-SG 方法收敛速度很慢的问题，我们提出了离散 gPC-SG 方法，利用离散的解具有较好

的正则性，进而改进 gPC-SG 方法的收敛速度。对于对流方程我们进行了收敛性分析与误差估计。

同时为了说明方法的有效性，我们对于对流方程与刘维尔方程进行了大量的数值实验。

对于不光滑的、带有不确定性的问题，gPC-SG 方法的应用仍然有很多问题没有解决。上述离

散 gPC-SG 方法在高阶格式构造、非线性问题上仍然存在一定困难，同时如何将该方法向更广泛的

问题上进行推广仍然需要大量的研究，会作为未来的研究方向之一。
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第三章 gPC-SG 方法在带有随机输入及多尺度的线性输运方程中
的应用

我们考虑一维平板中的线性输运方程：

ε∂tf + v∂xf =
σ

ε
Lf − εσaf + εS, σ(x, z) ≥ σmin > 0, (3–1)

Lf(t, x, v, z) = 1

2

∫ 1

−1

f(t, x, v′, z) dv′ − f(t, x, v, z). (3–2)

这种方程通常用来描述粒子（如中子）在背景介质中（如一些原子核）转移、传播的过程，例如中

子输运方程、辐射输运方程等等。其中 f(t, x, v, z) 表示粒子在 t ≥ 0 时刻，位置 x ∈ (0, 1)，速度

v = Ω ·ex = cos θ ∈ [−1, 1] 的密度分布函数，这里 θ 是粒子前进方向与 x 轴的夹角。σ(x, z)，σa(x, z)

分别代表总的和吸收部分的碰撞横截面；S(x, z) 代表源项；ε 是无量纲化后的克努森数（Knudsen
number），表示粒子平均自由程与系统的特征长度的比值（这里是问题的区间长度）。我们考虑如下

的狄利克雷边界条件（只需要对于流入区域的粒子）：

f(t, 0, v, z) = fL(t, v, z), for v ≥ 0 ,

f(t, 1, v, z) = fR(t, v, z), for v ≤ 0 ,
(3–3)

初值条件：

f |t=0(x, v, z) = f0(x, v, z). (3–4)

这里我们特别感兴趣的问题是如果方程中的参量像碰撞横截面、源项，甚至是初值或者边界条件有

一定的不确定性（Uncertainty)，这种不确定性最终会随方程如何演化？其中的不确定性我们用概率

密度函数为 ω(z) 的随机变量 z ∈ Rd 来刻画。所以在我们的问题中 f，σ、σa 和 S 都是依赖于 z 的。

近几年来，对于带有不确定性的偏微分方程问题和一些相应的工程问题的研究逐渐引起了许多

数学家和工程研究人员的重视，提出了很多新的数值算法。正如同我们在前面几章提到的，我们主

要感兴趣的是研究基于所谓的多项式混沌（Polynomial Chaos，简称 PC，最早由 Wiener 引入 [25]）
的随机伽辽金方法（stochastic Galerkin）。这种方法已经在许多应用中证明了其高效性，参照 [23,62-
63]，并且已经被用于研究带随机系数的线性输运方程 [64]。显然这种问题同时包含了不确定性（随

机性）和多尺度两种困难，这里的多尺度是由克努森数（Kundsen number）ε 刻画的。在所谓的光

学薄的区域（ε � 1），由于粒子具有很高的散射率，线性输运方程会趋于一个扩散方程，这就是大

家熟知的扩散极限 [65-67]。在过去的几十年间，相当多的工作都在研究如何发展（确定性的）线性

输运方程在扩散的尺度上渐进保持（asymptotic-preserving（AP））格式，例如 [68-75]。而直到最近，

对于既含有不确定性同时由在扩散尺度下的线性输运方程的研究才被引入，见 [41]（在随机伽辽金

（stochastic Galerkin）的框架下，被称作 s-AP 格式)，更多的关于这方面的工作可以参考 [76-78]。我

们称一个格式是 s-AP 如果随着 ε → 0，线性输运方程的随机伽辽金格式变成对应的扩散极限方程

的随机伽辽金格式，最早见于文章 [41]，其作者意识到对于确定性问题的 AP 框架可以稍加改动来

— 33 —



带多尺度和不确定性的输运与波动问题的计算方法 上海交通大学博士学位论文

研究带有随机系数的线性输运方程。更进一步，在文献 [76-77] 中提到，kinetic 方程（包括线性和非

线性）随着时间演化可以保持初值在随机空间的正则性，使得我们很自然的得到随机伽辽金方法的

谱收敛结果。

但是在前面的工作中，当 ε � 1 时，能量估计和由该估计得到的收敛速率依赖并且反比于 ε，

这就意味着我们在随机伽辽金方法中需要的多项式阶数会随着 ε 变小而急剧增长。事实上这是很多

数值方法应用含有小参数或多尺度问题中常见的现象。AP 格式中，数值参数（如网格）不需要依赖

于 ε（格式收敛关于 ε 一致），而要严格的证明这点并不容易，仅仅在少数情况下可行，见 [70,79]。
证明一致收敛的其中一种方法是通过相应的扩散极限，像文章 [70] 中对于确定性和稍后的文章 [80]
中对于带随机的输运方程的证明，也可以参考相关的综述文章 [75]。但是通常这种做法不能给出一

个精确的收敛速率。

在本章中，对于含有随机变量的线性输运方程 (3–1) 的随机伽辽金方法，我们将给出一个精确

的误差估计。这需要我们对于方程的解 f 在随机空间的高阶导数给出精确的（不依赖于 ε，或者说

关于 ε 一致的）估计，同时还需要证明 [f ]− f（其中 [f ] 表示 f 的速度平均，见 (3–5)）在随机空

间的高阶导数在 ε→ 0 时一致有界。这样我们就可以不用借助于扩散极限得到关于 ε 一致的谱收敛

结果。

在文献 [41] 中的 s-AP 格式使用了基于对输运方程奇偶速度分解的 AP 框架 [72]。在本章中，

我们将使用基于 micro-macro 分解的方法来构造一个全离散的 s-AP 格式（见 [74]）。这种方法的好

处是使得我们可以证明一致的（关于 ε）稳定性，类似于相应的确定性问题 [81]。事实上，我们将指

出关于 s-AP 格式的证明可以从 [81] 中的证明直接推广得到。

本章的组织结构如下，在3.1中我们对于线性输运方程的扩散极限做一个简单的总结。在3.2中，

我们将给出基于广义多项式混沌（generalized polynomial chaos，gPC) 的随机伽辽金方法（gPC-SG）

用于求解带有随机系数的线性输运方程，同时我们形式上的证明这个方法是 s-AP 的。在3.3中，我

们将证明随机伽辽金方法会一致（关于 ε）的保持解在随机空间的正则性，进而证明该方法是关于

ε 一致的谱收敛。接下来，在3.5中我们将给出一个基于 micro-macro 分解的全离散格式并在3.5中证

明该格式具有一致的（关于 ε）稳定性。在3.6中我们会给出相应的数值实验结果。最后，在3.7中我

们将对本章进行总结。

3.1 扩散极限

定义

[ϕ] =
1

2

∫ 1

−1

ϕ(v) dv, (3–5)

为一个速度依赖函数 ϕ 的平均。对于每个确定的随机变量 z，存在一个恒为正的函数 ϕ(v) > 0，和

所谓的绝对平衡态满足 [ϕ] = 1，[vϕ(v)] = 0（根据 Perron-Frobenius 定理, cf.[67]）。
定义希尔伯特空间 L2

(
(−1, 1); ϕ−1 dv

)
中的内积和范数

〈f, g〉ϕ =

∫ 1

−1

f(v)g(v)ϕ−1 dv, ‖f‖2ϕ = 〈f, f〉ϕ. (3–6)

其中线性算子 L 具有如下性质 [67]:
• [Lf ] = 0，对于每个 f ∈ L2([−1, 1]);
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• L 的零空间 N (L) = Span {ϕ | ϕ = [ϕ] };
• L 的值域 R(L) = N (L)⊥ = { f | [f ] = 0 };
• L 是空间 L2((−1, 1);ϕ−1 dv) 中的非负、自共轭算子，即存在一个正的常数 sm 使得

〈f,Lf〉ϕ ≤ −2sm‖f‖2ϕ, ∀ f ∈ N (L)⊥; (3–7)

• L 存在一个伪逆（pseudo-inverse），记为 L−1，为从 R(L) 到 R(L) 的映射。

设 ρ = [f ]。对于每个固定的 z，经典的线性输运方程的扩散极限理论 [65-67] 告诉我们，当 ε→ 0

时，ρ 收敛到如下的随机扩散方程：

∂tρ = ∂x(κ(z)∂xρ)− σa(z)ρ+ S, (3–8)

其中扩散系数为

κ(z) =
1

3
σ(z)−1 . (3–9)

Micro-macro 是研究玻尔兹曼方程及其流体力学极限 [82] 和构造相应的渐近保持格式的有力工

具 [74,83-84]，它具有如下形式

f(t, x, v, z) = ρ(t, x, z) + εg(t, x, v, z) (3–10)

其中 [g] = 0。将 (3–10) 带入 (3–1)，我们得到相应的 micro-macro 形式：

∂tρ+ ∂x [vg] = −σaρ+ S, (3–11a)

∂tg +
1

ε
(I − [.])(v∂xg) = −σ(z)

ε2
g − σag − 1

ε2
v∂xρ. (3–11b)

现在很容易得到其扩散极限 (3–8)。当 ε→ 0，(3–11b) 给出

g = − v

σ(z)
∂xρ

带入到 (3–11a) 中，即得到扩散方程 (3–8)–(3–9)。

3.2 基于推广多项式混沌的随机伽辽金方法（gPC-SG）在输运方程中的应用
假设在希尔伯特空间 H(Rd;ω(z) dz) 中权为 ω(z) 的一组完备的正交多项式的基 {ϕi(z), i =

0, 1, · · · , }，其中 ϕi(z) 是度为 i 的多项式且满足

〈ϕi, ϕj〉ω =

∫
ϕi(z)ϕj(z)ω(z) dz = δij .

这里 ϕ0(z) = 1，δij 是克罗内克 δ（Kronecker delta）函数。在这个空间中定义的内积和范数分别为，

〈f, g〉ω =

∫
Rd

fg ω(z) dz, ‖f‖2ω = 〈f, f〉ω . (3–12)

因为 f(t, ·, ·, ·) 定义在 L2
(
(0, 1)× (−1, 1)×Rd;ω(z) dx dv dz

)
上，我们有广义多项式混沌展开（gen-

eralized Polynomial Chaos expansion，简称 gPC 展开）

f(t, x, v, z) =
∞∑
i=0

fi(t, x, v)ϕi(z), f̂ =
(
fi
)∞
i=0

:=
(
f̄ , f̂1

)
.
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f 的均值和方差可以由展开的系数算出，as

f̄ = E(f) =

∫
R
fω(z) dz = f0, var (f) = |f̂1|2 .

随机伽辽金方法（stochastic Galerkin (SG) approximation）[23,62] 的思想是在有限项截断上述

无穷级数

fM =
M∑
i=0

fi ϕi, f̂M =
(
fi
)M
i=0

:=
(
f̄ , f̂M

1

)
, (3–13)

fM 的均值和方差同样可由展开系数算出

E(fM ) = f̄ , var (fM ) = |f̂M
1 |2 ≤ var (f) .

更进一步，我们定义

σij =
〈
ϕi, σϕj

〉
ω
, Σ =

(
σij
)
M+1,M+1

,

σa
ij =

〈
ϕi, σ

aϕj

〉
ω
, Σa =

(
σa
ij

)
M+1,M+1

,

其中 0 ≤ i, j ≤M， Id 是 (M + 1)× (M + 1) 的单位矩阵，Σ,Σa 为正定对称矩阵满足 [63]

Σ ≥ σmin Id .

将截断的 gPC 展开 (3–13) 带入到输运方程 (3–1) 中，然后做伽辽金投影（Galerkin projection），
得到 [41,64]：

ε∂tf̂ + v∂xf̂ = −1

ε
(I − [·])Σf̂ − εΣaf̂ − Ŝ (3–14)

其中 Ŝ 的定义和 (3–13) 类似。

接下来应用 micro-macro 分解

f̂(t, x, v) = ρ̂(t, x) + εĝ(t, x, v) (3–15)

其中 ρ̂ = [f̂ ]，[g] = 0，代回到 (3–14) 中得到

∂tρ̂+ ∂x [vĝ] = −Σaρ̂+ Ŝ, (3–16a)

∂tĝ +
1

ε
(I − [.])(v∂xĝ) = − 1

ε2
Σĝ − Σaĝ − 1

ε2
v∂xρ̂, (3–16b)

初值为

ρ̂(0, x) = ρ̂0(x), ĝ(0, x, v) = ĝ0(x, v) ,

满足
1

2

∫ 1

−1

(ρ̂(0, x) + εĝ(0, x, v))2 dv = ρ̂(0, x)2 +
ε2

2

∫ 1

−1

ĝ(0, x, v))2 dv ≤ C .

显然上述系统 (3–16) 形式上当 ε→ 0 扩散极限为：

∂tρ̂ = ∂x(K∂xρ̂)− Σaρ̂+ Ŝ , (3–17)
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其中

K =
1

3
Σ−1 .

这样 gPC-SG 方法是 s-AP 的，见 [41]。
我们可以很容易地得到系统 (3–16) 的能量估计∫ 1

0

ρ̂(t, x)2 dx+
ε2

2

∫ 1

0

∫ 1

−1

ĝ(t, x, v)2 dv dx

≤
∫ 1

0

ρ̂(0, x)2 dx+
ε2

2

∫ 1

0

∫ 1

−1

ĝ(0, x, v)2 dv dx .

另一方面，对随机扩散方程 (3–8)–(3–9) 直接应用 gPC-SG 方法得到：

∂tρ̂ = ∂x(Kd∂xρ̂)− Σaρ̂+ Ŝ, (3–18)

其中 Kd = (κij)，κi,j = 〈ϕi, κϕj〉ω。

3.3 gPC-SG 方法在随机空间的正则性和一致谱收敛分析
在这节中，为了方便起见假设 σa = S = 0 和周期边界条件

f(t, 0, v, z) = f(t, 1, v, z). (3–19)

我们将证明在给 σ(z) 一定的假设条件下，带有随机参数的线性输运方程的解会一致的（关于 ε）保

持初值在随机空间的正则性。然后基于该正则性的结果，给出 gPC-SG 方法谱收敛的分析并给出误

差估计，并且该误差估计是不依赖于 ε 的。

3.3.1 证明中要用到的记号

首先回忆前面一节引入的随机变量的希尔伯特空间3.2,

H(Rd; ω dz) =
{
f | Rd → R,

∫
Rd

f2(z)ω(z) dz < +∞
}
, (3–20)

和相应的内积与范数 (3–12)。记关于 z 的 k 阶求导算子为

Dkf(t, x, v, z) := ∂k
z f(t, x, v, z), (3–21)

和 H 中的索伯列夫范数

‖f(t, x, v, ·)‖2Hk :=
∑
α≤k

‖Dαf(t, x, v, ·)‖2ω. (3–22)

最后，我们引入如下的关于相空间的范数

‖f(t, ·, ·, ·)‖2Γ :=

∫
Q

‖f(t, x, v, ·)‖2ω dx dv, t ≥ 0, (3–23)

‖f(t, ·, ·, ·)‖2Γk :=

∫
Q

‖f(t, x, v, ·)‖2Hk dx dv, t ≥ 0, (3–24)

其中 Q = [0, 1]× [−1, 1] 表示相空间。方便起见，我们将在证明中省略 t，用 ‖f‖Γ, ‖f‖Γk 表示上述

范数。
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3.3.2 随机空间的正则性

为了研究 f 关于随机变量 z 的正则性，首先我们给出如下引理。简单起见，下述引理及其证明

的叙述均是一维情况，对于高维情况证明是一样的，仅仅是部分系数略有不同。

引理 3.1. 假设 σ(z) ≥ σmin > 0，对于任意正整数 k 和 σ ∈W k,∞，g ∈ Hk 我们有

−〈Dk(σg), Dkg〉ω ≤ −σmin

2
‖Dkg‖2ω +

4k

2σmin

(
max
0≤j≤k

‖Djσ‖2L∞

)
‖g‖2Hk−1 . (3–25)

证明. 因为

Dk(σg) =
k∑

j=0

(
k

j

)
(Dk−jσ)(Djg) = σDkg +

k−1∑
j=0

(
k

j

)
(Dk−jσ)(Djg) , (3–26)

我们有

−〈Dk
(
σg
)
, Dkg〉ω = −〈σDkg,Dkg〉ω −

〈 k−1∑
j=0

(
k

j

)
(Dk−jσ)(Djg), Dkg

〉
ω

≤ −σmin‖Dkg‖2ω −
〈 k−1∑

j=0

(
k

j

)
(Dk−jσ)(Djg), Dkg

〉
ω
.

(3–27)

根据 Young 不等式（Young’s inequality）

−
〈 k−1∑

j=0

(
k

j

)
(Dk−jσ)(Djg), Dkg

〉
ω
≤ σmin

2
‖Dkg‖2ω

+
1

2σmin

∥∥∥ k−1∑
j=0

(
k

j

)
(Dk−jσ)(Djg)

∥∥∥2
ω
,

(3–28)

和柯西不等式（Cauchy-Schwarz inequality）

∥∥∥ k−1∑
j=0

(
k

j

)
(Dk−jσ)(Djg)

∥∥∥2
ω
≤
( k−1∑

j=0

(
k

j

)2

‖Dk−jσ‖2L∞

)( k−1∑
j=0

‖Djg‖2ω
)

≤
{ k∑

j=0

(
k

j

)2}
max
0≤j≤k

‖Djσ‖2L∞‖g‖2Hk−1 ,

≤ 4k
(

max
0≤j≤k

‖Djσ‖2L∞

)
‖g‖2Hk−1 .

(3–29)

结合 (3–27)，(3–28) 和 (3–29)，得到

−〈Dk
(
σ · g

)
, Dkg〉 ≤ −σmin

2
‖Dkg‖2ω +

4k

2σmin

(
max
0≤j≤k

‖Djσ‖2L∞

)
‖g‖2Hk−1 . (3–30)

证毕。

现在我们可以给出如下正则性结果

— 38 —



上海交通大学博士学位论文 第三章 gPC-SG 方法在带有随机输入及多尺度的线性输运方程中的应用

定理 3.2 (一致正则性). 假设
σ(z) ≥ σmin > 0 .

如果对于整数 m ≥ 0,

‖Dkσ(z)‖L∞ ≤ Cσ, ‖Dkf0‖Γ ≤ C0, k = 0, . . . ,m, (3–31)

输运方程 (3–1)–(3–2) 的解 f，在 σa = S = 0 和周期边界条件 (3–19) 下，满足

‖Dkf‖Γ ≤ C, k = 0, · · · ,m, ∀t > 0, (3–32)

其中 Cσ, C0 和 C 是不依赖 ε 的常数。

证明. 因为 σa = S = 0，形式上方程 (3–1) 关于 z 的 k(0 ≤ k ≤ m) 阶导数为

ε2∂t(D
kf) + εv∂x(D

kf) = Dk
(
σ(z)([f ]− f)

)
, (3–33)

其中 [·] 是速度平均算符，见 (3–5)。方程 (3–33) 两边同乘 Dkf 并在 Q = [0, 1]× [−1, 1] 上积分，得

到

ε2

2
∂t‖Dkf‖2Γ + ε

∫
Q

v〈Dkf, ∂x(D
kf)〉ω dx dv

=

∫
Q

〈Dk
(
σ(z)([f ]− f)

)
, Dkf〉ω dx dv .

(3–34)

分部积分得到

ε

∫
Q

v〈Dkf, ∂x(D
kf)〉ω dx dv =

ε

2

∫
Q×Rd

v∂x(D
kf)2ω dz dx dv = 0, (3–35)

注意这里用到了周期边界条件 (3–19)。注意到∫
Q

〈Dk
(
σ(z)([f ]− f)

)
,
[
Dkf

]
〉ω dx dv = 0 , (3–36)

结合 (3–34) 可以推出

ε2

2
∂t‖Dkf‖2Γ = −

∫
Q

〈Dk
(
σ(z)([f ]− f)

)
, Dk([f ]− f)〉ω dx dv (3–37)

能量估计：我们将对 k 用数学归纳法建立如下能量估计，对于任意正整数 k ≥ 0，存在 k 个常数

ckj > 0，j = 0, . . . , k − 1 使得

ε2∂t

(
‖Dkf‖2Γ +

k−1∑
j=0

ckj‖Djf‖2Γ
)
≤


−2σmin

∥∥ [f ]− f
∥∥2
Γ
, k = 0,

−σmin
∥∥Dk([f ]− f)

∥∥2
Γ
, k ≥ 1.

(3–38)

当 k = 0 时，(3–37) 变成

ε2∂t‖f‖2Γ = −2

∫
Q

〈σ(z)([f ]− f), ([f ]− f)〉ω dx dv

≤ −2σmin‖[f ]− f‖2Γ ,
(3–39)
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满足 (3–38)，归纳奠基成立。

假设对于任意 k ≤ p，p ∈ N，(3–38) 成立。将这些不等式加在一起得到

ε2∂t

(1
2
‖f‖2Γ +

p∑
i=1

‖Dif‖2Γ +

p∑
i=1

i−1∑
j=0

cij‖Djf‖2Γ
)
≤ −σmin

∥∥[f ]− f
∥∥2
Γp , (3–40)

等价于

ε2∂t

( p∑
j=0

c′p+1,j‖Djf‖2Γ
)
≤ −σmin

∥∥[f ]− f
∥∥2
Γp , (3–41)

其中

c′p+1,j =



1

2
+

p∑
i=1

ci0, j = 0,

1 +
p∑

i=1

cij , 1 ≤ j ≤ p− 1,

1, j = p.

(3–42)

当 k = p+ 1 时，(3–37) 为

ε2∂t‖Dp+1f‖2Γ = −2

∫
Q

〈Dp+1
(
σ(z)([f ]− f)

)
, Dp+1([f ]− f)〉ω dx dv . (3–43)

在引理3.1中令 g = Dp+1([f ]− f) 以及假设 ‖Dkσ(z)‖L∞ ≤ Cσ，等式右端有估计

RHS ≤ − σmin

∫
Q

∥∥Dp+1([f ]− f)
∥∥2
ω

dx dv

+
4p+1

σmin

(
max

0≤j≤p+1
‖Djσ‖2L∞

) ∫
Q

∥∥[f ]− f
∥∥2
Hp dx dv

≤ − σmin
∥∥Dp+1([f ]− f)

∥∥2
Γ
+
C2

σC
′
p+1

σmin

∥∥[f ]− f
∥∥2
Γp .

(3–44)

其中 C ′
p+1 = (p+ 1)4p+1。现在可以得到估计

ε2∂t‖Dp+1f‖2Γ ≤ −σmin
∥∥Dp+1([f ]− f)

∥∥2
Γ
+
C2

σC
′
p+1

σmin

∥∥[f ]− f
∥∥2
Γp . (3–45)

将 (3–41) 乘以 C2
σC

′
p+1/σ

2
min 然后与 (3–45) 相加，

ε2∂t

(
‖Dp+1f‖2Γ +

p∑
j=0

cp+1,j‖Djf‖2Γ
)
≤ −σmin

∥∥Dp+1([f ]− f)
∥∥2
Γ
, (3–46)

其中

cp+1,j =
C2

σC
′
p+1

σmin
c′p+1,j . (3–47)

这说明 (3–38) 对于 k = p+ 1 仍然成立。根据数学归纳法，(3–38) 对所有整数 k ∈ N 成立。

最后，根据 (3–38)，我们有

∂t

(
‖Dkf‖2Γ +

k−1∑
j=0

ckj‖Djf‖2Γ
)
≤ 0, ckj > 0, k ∈ N. (3–48)
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推出

‖Dkf‖2Γ ≤ ‖Dkf‖2Γ +
k−1∑
j=0

ckj‖Djf‖2Γ

≤ ‖Dkf0‖2Γ +
k−1∑
j=0

ckj‖Djf0‖2Γ

≤ C2
0

(
1 +

k−1∑
j=0

ckj

)
:= C2,

(3–49)

这里 C 显然不依赖于 ε，证毕。

定理3.2说明解关于 z 的导数可以被初值控制住。特别的，‖Dkf‖Γ 的界不依赖于ε！这在证明格式是

s-AP 中非常关键。但是仅有这个估计是不能够保证整个 gPC-SG 方法是关于 ε 一致的谱收敛（因

为投影误差前面的系数是 O(1/ε2)，所以我们需要一个关于 [f ]− f 的导数的 O(ε2) 的估计来抵消这

个系数）。我们接下来给出一个引理。

引理 3.3. 假设对于某个整数 m ≥ 0,

‖Dk(∂xf0)‖Γ ≤ Cx, k = 0, . . . ,m, t > 0. (3–50)

那么有如下结果：∫
Q

ε〈vDk(∂xf), D
k([f ]− f)〉ω dx dv ≤ σmin

4
‖Dk([f ]− f)‖2Γ +

C1ε
2

σmin
. (3–51)

证明. 首先注意到 ∂xf 和 f 满足一样的方程，

ε2∂t(∂xf) + εv∂x(∂xf) = σ(z)([∂xf ]− ∂xf). (3–52)

所以由定理3.2和假设 (3–50),
‖Dk(∂xf)‖Γ ≤ C, t > 0, (3–53)

C 与 ε 无关。根据 Young 不等式，∫
Q

ε〈vDk(∂xf), D
k([f ]− f)〉ω dx dv

≤ σmin

4
‖Dk([f ]− f)‖2Γ +

ε2

σmin
‖vDk(∂xf)‖2Γ

≤ σmin

4
‖Dk([f ]− f)‖2Γ +

ε2

σmin
‖Dk(∂xf)‖2Γ

≤ σmin

4
‖Dk([f ]− f)‖2Γ +

C1ε
2

σmin
,

(3–54)

C1 = C2 为常数，证毕。

现在我们来证明如下定理。

— 41 —



带多尺度和不确定性的输运与波动问题的计算方法 上海交通大学博士学位论文

定理 3.4 (ε2-estimate on [f ]−f). 在定理3.2和引理3.3中的所有假设下，对于给定的时间 T > 0，

有如下 [f ]− f 的正则性结果：

‖Dk([f ]− f)‖2Γ
≤ e−σmint/2ε

2

‖Dk([f0]− f0)‖2Γ + C ′ε2

≤ Cε2,

(3–55)

对任意 t ∈ (0, T ] 和 0 ≤ k ≤ m，其中 C ′ 与 C 是与 ε 无关的常数。

证明. 首先注意到 [f ] 满足

ε2∂t [f ] + ε∂x [vf ] = 0, (3–56)

所以 [f ]− f 满足如下方程

ε2∂t([f ]− f) + ε∂x([vf ]− vf) = −σ(z)([f ]− f). (3–57)

如同定理3.2的证明，将该方程对 z 求导 k 次，然后乘以 Dk([f ]− f)，在 Q 上积分，得到

ε2∂t
∥∥Dk([f ]− f)

∥∥2
Γ
= − 2

∫
Q

ε〈Dk(∂x [vf ]− v∂xf), D
k([f ]− f)〉ω dx dv

− 2

∫
Q

〈Dk
(
σ(z)([f ]− f)

)
, Dk([f ]− f)〉ω dx dv

:= I + II.

(3–58)

注意到 ∫
Q

ε〈Dk(∂x [vf ]), D
k([f ]− f)〉ω dx dv = 0, (3–59)

和引理3.3，推出

I ≤ σmin

2
‖Dk([f ]− f)‖2Γ +

2C1ε
2

σmin
. (3–60)

对于第二部分根据引理3.1，

II ≤ −σmin
∥∥Dk([f ]− f)

∥∥2
Γ
+
C2

σ4
k

σmin

∥∥[f ]− f
∥∥2
Γk−1 . (3–61)

这样得到如下估计，

ε2∂t
∥∥Dk([f ]− f)

∥∥2
Γ
≤ − σmin

2

∥∥Dk([f ]− f)
∥∥2
Γ
+

2C1ε
2

σmin

+
C2

σ4
k

σmin

∥∥[f ]− f
∥∥2
Γk−1 .

(3–62)

接下来我们仍然使用数学归纳法，但 k = 0 时 (3–62)

ε2∂t
∥∥ [f ]− f

∥∥2
Γ
≤ −σmin

2

∥∥[f ]− f
∥∥2
Γ
+

2C1ε
2

σmin
. (3–63)

由 Grönwall 不等式（Grönwall’s inequality），∥∥ [f ]− f
∥∥2
Γ
≤ e−σmint/2ε

2∥∥[f0]− f0
∥∥2
Γ
+

4C1

σ2
min

ε2

≤ C0ε
2, for t > 0,

(3–64)
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满足 (3–55)，奠基成立。

假设对于任意，k ≤ p 其中 p ∈ N，(3–55) 都成立。意味着∥∥[f ]− f
∥∥2
Γp(t)

≤ Cpε
2. (3–65)

所以当 k = p+ 1 时由 (3–62)，

ε2∂t
∥∥Dp+1([f ]− f)

∥∥2
Γ
≤ − σmin

2

∥∥Dp+1([f ]− f)
∥∥2
Γ
+

2C1ε
2

σmin

+
C2

σC
′
p+1

σmin
Cpε

2,

(3–66)

即

∂t
∥∥Dp+1([f ]− f)

∥∥2
Γ
≤ −σmin

2ε2
∥∥Dp+1([f ]− f)

∥∥2
Γ
+ C ′′

p+1. (3–67)

同样的，用 Grönwall 不等式得到∥∥Dp+1([f ]− f)
∥∥2
Γ
≤ e−σmint/2ε

2∥∥Dp+1([f0]− f0)
∥∥2
Γ
+ C ′′

p+1ε
2

≤ Cp+1ε
2, for t > 0,

(3–68)

Cp+1 是不依赖 ε 的常数。根据数学归纳法，证毕。

注 5. 以上的引理和定理都是在 z ∈ R 并且 σ 只依赖与 z 的条件下证明的。但是，我们的结论和

技术并不局限于这些简单情况。对于 z ∈ Rd，推广是直接的而对于 σ(x, z) 也依赖于 x 的情况，只

需要用定理3.2的证明中的类似技术来修改引理3.3的证明即可。

3.3.3 一致的谱收敛

令 f 是线性输运方程 (3–1)–(3–2) 的解，我们定义 M 阶投影算子

PMf =
M∑
i=0

〈f, ϕi〉ωϕi.

gPC-SG 方法产生的误差可以分为两部分 rN 和 eN，

f − fM = f − PMf + PMf − fM := rM + eM , (3–69)

其中 rM = f − PMf 是截断误差，eM = PMf − fM 是投影误差。

对于截断误差 rM，我们有以下引理

引理 3.5. 在定理3.2和定理3.4的所有假设下，我们有对 t ∈ (0, T ] 和任意整数 k = 0, . . . ,m，

‖rM‖Γ ≤ C1

Mk
. (3–70)

进一步的我们有， ∥∥ [rM ]− rM
∥∥
Γ
≤ C2

Mk
ε, (3–71)

其中 C1 和 C2 不依赖于 ε。
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证明. 根据正交多项式近似的标准误差估计和定理3.2，对于 0 ≤ t ≤ T ,

‖rM‖Γ ≤ CM−k |Dkf |Γ ≤ C1

Mk
� (3–72)

其中 C 独立于 M。

用相同的方法，根据定理3.4，∥∥ [rM ]− rM‖Γ =
∥∥([f ]− f)− ([PMf ]− PMf)

∥∥
Γ

≤ CM−k |Dk([f ]− f) |Γ

≤ C2

Mk
ε�

(3–73)

证毕。

接下来我们要估计 eM，为了这个目的，我们首先注意到 fM 满足

ε2∂tfM + εv∂xfM = PM

{
σ(z)([fM ]− fM )

}
. (3–74)

另一方面，通过直接对原始线性输运方程做 M 阶投影，我们得到

ε2∂t(PMf) + εv∂x(PMf) = PM

{
σ(z)([f ]− f)

}
. (3–75)

(3–75) 减去 (3–74) 得到

ε2∂teM + εv∂xeM = PM

{
σ(z)

{
[f ]− f − ([fM ]− fM )

}}
= PM

{
σ(z)

{
[f ]− f − ([PMf ]− PMf)

+ ([PMf ]− PMf)− ([fM ]− fM )
}}

= PM

{
σ(z)

(
[rM ]− rM

)}
+ PM

{
σ(z)

(
[eM ]− eM

)}
.

(3–76)

现在我们可以给出投影误差 eM 的如下估计，

引理 3.6. 在定理3.2和定理3.4的所有假设下，我们有对 t ∈ (0, T ] 和任意整数 k = 0, . . . ,m，

‖eM‖Γ ≤ C(T )

Mk
, (3–77)

C(T ) 是与 ε 无关的常数。

证明. 我们使用与之前基本相同的能量估计：用 eM 乘 (3–76) 并在 Q 上积分，注意到∫
Q

〈PM

{
σ(z)

(
[rM ]− rM

)}
, [eM ]〉ω dx dv = 0, (3–78)∫

Q

〈PM

{
σ(z)

(
[eM ]− eM

)}
, [eM ]〉ω dx dv = 0, (3–79)

然后得到

ε2∂t‖eM‖2Γ = −
∫
Q

〈PM

{
σ(z)

(
[eM ]− eM

)}
, [eM ]− eM 〉ω dx dv

−
∫
Q

〈PM

{
σ(z)

(
[rM ]− rM

)}
, [eM ]− eM 〉ω dx dv.

(3–80)
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注意到投影算符 PM 是一个自共轭算符

〈PMf, g〉ω = 〈f,PMg〉ω,

以及

PMeM = eM ,

所以

ε2∂t‖eM‖2Γ = −
∫
Q

〈σ(z)
(
[eM ]− eM

)
, [eM ]− eM 〉ω dx dv

−
∫
Q

〈σ(z)
(
[rM ]− rM

)
, [eM ]− eM 〉ω dx dv

≤ − σmin
∥∥ [eM ]− eM‖2Γ +

σmin

2

∥∥ [eM ]− eM‖2Γ

+
Cσ

2σmin

∥∥ [rM ]− rM‖2Γ

≤ − σmin

2

∥∥ [eM ]− eM‖2Γ +
Cσ

2σmin

( C ′

Mk

)2
ε2

≤
( C

Mk

)2
ε2,

(3–81)

其中对于最后两个不等式，我们使用了 Young 不等式和引理3.5。然后对 t 积分得到

‖eM‖2Γ ≤ ‖e0M‖2Γ +
(C(T )
Mk

)2
, (3–82)

因为 e0M = PMf0 − f0
M = 0，证毕。

最后，我们陈述主要的收敛定理：

定理 3.7 (关于ε 的一致收敛). 假设

σ(z) ≥ σmin > 0 .

如果对于某个整数 m ≥ 0,

‖σ(z)‖Hk ≤ Cσ, ‖Dkf0‖Γ ≤ C0, ‖Dk(∂xf0)‖Γ ≤ Cx, k = 0, . . . ,m, (3–83)

那么整个 gPC-SG 方法的误差
‖f − fM‖Γ ≤ C(T )

Mk
, (3–84)

C(T ) 是与 ε 无关的常数。

证明. 由引理3.5和引理3.6，

‖f − fM‖Γ ≤ ‖rM‖Γ + ‖eM‖Γ ≤ C(T )

Mk
,

证毕。

注 6. 定理3.7给出了一个关于 ε 一致的谱收敛速率，因此可以选择 M 独立于 ε，这是一个非常强

的 s-AP 性质。在各向异性散射的情况，即 σ 依赖于 v，则通常获得需要 M � ε 的收敛速率（参见

例如 [77]）。在这种情况下，s-AP 的证明要困难得多，并且通常需要借助于扩散极限方程。在确定

性情况的情况下参见 [70]，在确定性情况的情况下参见 [80]。
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3.4 全离散格式

如同在 [41] 中所指出的，通过使用 gPC-SG 方法，我们会得到关于原始的确定性输运方程的向

量化版本。这使得能够应用原本对于确定性问题构造的 AP 格式。在本节中，我们将对 gPC-SG 系

统 (3–16) 应用在文章 [74] 中提出的 AP 格式。

线性输运方程中非常重要而又具有挑战性的问题之一是边界条件的处理，这里我们并不考虑这

个问题。相关工作可以参考参考 Jin 和 Levermore 的早期工作 [85] 以及 Lemou 和 Méhats 的最近

的工作 [86]，他们对 AP 性质和物理边界条件的数值处理做了相当深入的研究。

我们采用均匀网格 xi = ih, i = 0, 1, · · ·N，其中 h = 1/N 是网格大小，时间方向 tn = n∆t，ρni
是 ρ 在网格点 (xi, t

n) 的近似值，gn+1
i+ 1

2

则定义在交错格点 xi+1/2 = (i+ 1/2)h, i = 0, · · ·N − 1 上。

gPC-SG 系统 (3–11) 的全离散格式为

ρ̂n+1
i − ρ̂ni

∆t
+

[
v
ĝn+1
i+ 1

2

− ĝn+1
i− 1

2

∆x

]
= −Σa

i ρ̂
n+1
i + Ŝi, (3–85a)

ĝn+1
i+ 1

2

− ĝn
i+ 1

2

∆t
+

1

ε∆x
(I − [.])

(
v+(ĝni+ 1

2
− ĝni− 1

2
) + v−(ĝni+ 3

2
− ĝni+ 1

2
)
)

(3–85b)

= − 1

ε2
Σiĝ

n+1
i+ 1

2

− Σaĝn+1
i+ 1

2

− 1

ε2
v
ρ̂ni+1 − ρ̂ni

∆x
.

当 ε→ 0 时可以很容易得出其形式上的扩散极限，

ρ̂n+1
i − ρ̂ni

∆t
−K

ρ̂ni+1 − 2ρ̂ni + ρ̂ni−1

∆x2
= −Σa

i ρ̂
n+1
i + Ŝi, (3–86)

其中 K =
1

3
Σ−1，而这正是 (3–17) 的全离散格式。因此，按照 [41] 中的定义，该格式是 s-AP 的。

我们还注意到
[
ĝn
i+ 1

2

]
= 0 对于每个 n，后面我们将会反复用到这个性质。

3.5 一致稳定性

AP 格式的一个重要性质是具有不依赖于 ε的稳定性条件。因此当 ε很小时，可以取 ∆t� O(ε)。

在本节中，我们将证明上述结果，证明基本上按照文章 [81] 中证明确定性问题的思路进行。

为了说明清楚，在本节中，我们假设 σa = S = 0。关于稳定性的主要结果是以下定理：

定理 3.8. 记
σij = 〈ϕi, σϕj〉ω, Σ = (σij), Σ ≥ σmin Id .

如果 ∆t 满足如下的 CFL 条件
∆t ≤ σmin

3
∆x2 +

2ε

3
∆x, (3–87)

那么格式 (3–85) 中的 ρ̂n 和 ĝn 满足能量估计

∆x
N−1∑
i=0

(
(ρ̂ni )

2
+
ε2

2

∫ 1

−1

(
ĝni+ 1

2

)2
dv
)

≤ ∆x
N−1∑
i=0

((
ρ̂0i
)2

+
ε2

2

∫ 1

−1

(
ĝ0i+ 1

2

)2
dv
)

对每个 n 成立，故格式 (3–85) 是稳定的。

注 7. 因为式 (3–87) 的右端当 ε → 0 时有下界 (且这个下界恰好是离散后的扩散方程 (3–86) 的稳

定性条件)，所以格式是渐近稳定的并且 ∆t 即使在 ε→ 0 时仍然可以是有限的。
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3.5.1 一些记号和相关引理

我们给出一些将在分析中用到的记号。对于每个在格点上有定义的函数 µ = (µi)
N−1
i=0 ：

‖µ‖2 = ∆x
N−1∑
i=0

µ2
i . (3–88)

对于每个依赖速度的格点函数 v ∈ [−1, 1] 7→ ϕ(v) = (ϕi+ 1
2
(v))N−1

i=0 ，定义：

‖|ϕ‖| = ∆x
N−1∑
i=0

[
ϕ2
i+ 1

2

]
. (3–89)

如果 ϕ 和 ψ 是两个依赖于速度的函数，他们的内积定义如下：

〈ϕ , ψ〉 = ∆x
N−1∑
i=0

[
ϕi+ 1

2
ψi+ 1

2

]
. (3–90)

现在我们定义在格式 (3–85) 中用到的有限差分算子。对于每个格点函数 ϕ = (ϕi+ 1
2
)i∈Z, 定义单

侧差分算子：

D−ϕi+ 1
2
=
ϕi+ 1

2
− ϕi− 1

2

∆x
and D+ϕi+ 1

2
=
ϕi+ 3

2
− ϕi+ 1

2

∆x
(3–91)

以及中心差分算子：

Dcϕi+ 1
2
=
ϕi+ 3

2
− ϕi− 1

2

2∆x
and D0ϕi =

ϕi+ 1
2
− ϕi− 1

2

∆x
(= D−ϕi+ 1

2
). (3–92)

最后对于每个格点函数 µ = (µi)i∈Z，定义如下的中心算子：

δ0µi+ 1
2
=
µi+1 − µi

∆x
. (3–93)

我们先指出一些基本事实：对于 ϕ = (ϕi+ 1
2
)N−1
i=0 ，ψ = (ψi+ 1

2
)N−1
i=0 ，和 µ = (µi)

N−1
i=0 ，有 (见 [81])

(
v+D− + v−D+

)
ϕi+ 1

2
= vDcϕi+ 1

2
− ∆x

2
|v|D−D+ϕi+ 1

2
; (3–94)

∆x
∑
i∈Z

(
D+ϕi+ 1

2

)2
≤ 4

∆x2
∆x
∑
i

ϕ2
i+ 1

2
; (3–95)

∣∣〈(v+D+ + v−D−)ψ , ϕ〉∣∣ ≤ α‖|ϕ‖|2 + 1

4α
‖||v|D+ψ‖|2, ∀α > 0; (3–96)

∆x
∑
i∈Z

µiD
0ϕi = −∆x

∑
i∈Z

(
δ0µi+ 1

2

)
ϕi+ 1

2
; (3–97)

∆x
∑
i∈Z

ψi+ 1
2
D−ϕi+ 1

2
∆x = −∆x

∑
i∈Z

(
D+ψi+ 1

2

)
ϕi+ 1

2
; (3–98)

∆x
∑
i∈Z

ϕi+ 1
2
Dcϕi+ 1

2
= 0; (3–99)

如果 g ∈ L2([−1, 1]), 那么 [vg]
2 ≤ 1

2

[
|v|g2

]
. (3–100)
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3.5.2 能量估计

现在我们给出能量估计的细节，证明基本和确定性问题的证明 [81] 类似。

首先，用 ρ̂n+1 and ε2ĝn+1 分别乘 (3–85a) and(3–85b)。根据假设 σa
i = 0，Ŝi = 0，以及

Σ ≥ σminId，我们有

1

2∆t

(
‖ρ̂n+1‖2 − ‖ρ̂n‖2 + ‖ρ̂n+1 − ρ̂n‖2

)
+∆x

N−1∑
i=0

ρ̂n+1
i D0

[
vĝn+1

i

]
+

ε2

2∆t

(
‖|ĝn+1‖|2 − ‖|ĝn‖|2 + ‖|ĝn+1 − ĝn‖|2

)
+ ε

〈
ĝn+1 ,

(
v+D− + v−D+

)
ĝn
〉

≤− σmin‖|ĝn+1‖|2 +∆x
N−1∑
i=0

[
vD0ĝn+1

i

]
ρ̂ni .

结合左边的第二项和右边的最后一项，得到

1

2∆t

(
‖ρ̂n+1‖2 − ‖ρ̂n‖2 + ‖ρ̂n+1 − ρ̂n‖2

)
+

ε2

2∆t

(
‖|ĝn+1‖|2 − ‖|ĝn‖|2 + ‖|ĝn+1 − ĝn‖|2

)
+ ε

〈
ĝn+1 ,

(
v+D− + v−D+

)
ĝn
〉

≤− σmin‖|ĝn+1‖|2 +∆x
N−1∑
i=0

[
vD0ĝn+1

i

]
(ρ̂ni − ρ̂n+1

i ).

使用 Young 不等式，

∆x
N−1∑
i=0

[
vD0ĝn+1

i

]
(ρ̂ni − ρ̂n+1

i ) ≤ 1

2∆t
‖ρ̂n+1 − ρ̂n‖2 + ∆t

2
∆x

N−1∑
i=0

[
vD0ĝn+1

i

]2
.

给出

1

2∆t

(
‖ρ̂n+1‖2 − ‖ρ̂n‖2

)
+

ε2

2∆t

(
‖|ĝn+1‖|2 − ‖|ĝn‖|2 + ‖|ĝn+1 − ĝn‖|2

)
+ ε

〈
ĝn+1 ,

(
v+D− + v−D+

)
ĝn
〉

≤− σmin‖|ĝn+1‖|2 + ∆t

2
∆x

N−1∑
i=0

[
vD0ĝn+1

i+ 1
2

]2
.

做如下分解 〈
ĝn+1 ,

(
v+D− + v−D+

)
ĝn
〉
=
〈
ĝn+1 ,

(
v+D− + v−D+

)
ĝn+1

〉
+
〈
ĝn+1 ,

(
v+D− + v−D+

)
(ĝn − ĝn+1)

〉
=: A+B,

其中

A =
∆x

2
∆x

N−1∑
i=0

[
|v|
(
D+ĝn+1

i+ 1
2

)2]
.
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B = −
〈(
v+D+ + v−D−) ĝn+1 , ĝn − ĝn+1

〉
.

由 Young 不等式，

|B| ≤ ε

2∆t
‖|ĝn+1 − ĝn‖|2 + ∆t

2ε
‖||v|D+ĝn+1‖|2.

推出

1

2∆t

(
‖ρ̂n+1‖2 − ‖ρ̂n‖2

)
+

ε2

2∆t

(
‖|ĝn+1‖|2 − ‖|ĝn‖|2

)
+ ε

∆x

2

N−1∑
i=0

[
|v|
(
D+ĝn+1

i+ 1
2

)2]
∆x− ∆t

2
‖||v|D+ĝn+1‖|2

≤− σmin‖|ĝn+1‖|2 + ∆t

2
∆x

N−1∑
i=0

[
vD0ĝn+1

i+ 1
2

]2
.

因为 |v| ≤ 1，

∆t

2
‖||v|D+ĝn+1‖|2 ≤ ∆t

2
∆x

N−1∑
i=0

[
|v|
(
D+ĝn+1

i+ 1
2

)2]
,

∆t

2
∆x
∑
i∈Z

[
vD0ĝn+1

i+ 1
2

]2
≤ ∆t

4
∆x

N−1∑
i=0

[
|v|
(
D+ĝn+1

i+ 1
2

)2]
.

这意味着

1

2∆t

(
‖ρ̂n+1‖2 − ‖ρ̂n‖2

)
+

ε2

2∆t

(
‖|ĝn+1‖|2 − ‖|ĝn‖|2

)
≤ −σmin‖|ĝn+1‖|2 +

(
3∆t

4
− ε

∆x

2

)
∆x

N−1∑
i=0

[
|v|
(
D+ĝn+1

i+ 1
2

)2]
.

注意 (
3∆t

4
− ε

∆x

2

)
∆x

N−1∑
i=0

[
|v|
(
D+ĝn+1

i+ 1
2

)2]
≤
(
3∆t

4
− ε

∆x

2

)
+

∆x
N−1∑
i=0

[(
D+ĝn+1

i+ 1
2

)2]
≤
(
3∆t

4
− ε

∆x

2

)
+

4

∆x2
‖|ĝn+1‖|2,

其中 (a)+ = max(0, a) 表示 a 中正的部分. 带入到 (3.5.2)，得到

1

2∆t

(
‖ρ̂n+1‖2 − ‖ρ̂n‖2

)
+

ε2

2∆t

(
‖|ĝn+1‖|2 − ‖|ĝn‖|2

)
≤
((

3∆t

4
− ε

∆x

2

)
+

4

∆x2
− σmin

)
‖|ĝn+1‖|2.

最终得到估计

‖ρ̂n+1‖2 + ε2‖|ĝn+1‖|2 ≤ ‖ρ̂n‖2 + ε2‖|ĝn‖|2

如果 ∆t 满足 (
3∆t

4
− ε

∆x

2

)
+

4

∆x2
≤ σmin.
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由于 σmin > 0，等价于 (
3∆t

4
− ε

∆x

2
)

4

∆x2
≤ σmin，这给出了一个充分条件。

∆t ≤ ∆x2σmin

3
+

2

3
ε∆x .

至此定理 6.1 证明结束。

3.6 数值例子

在这部分，我们将给出一些数值结果来证明方法的有效性。我们考虑带有随机系数 σ(z) 的线性

输运方程：

ε∂tf + v∂xf =
σ(z)

ε
([f ]− f), 0 < x < 1 , (3–101)

初值为：

f(0, x, v, z) = 0 ,

边界条件为：

f(t, 0, v, z) = 1, v ≥ 0; f(t, 1, v, z) = 0, v ≤ 0.

3.6.1 例一：收敛性测试

首先考虑随机系数依赖于一维的随机变量：

σ(z) = 2 + z, z 均匀分布于(−1, 1).

该方程 (3–101) 的随机扩散极限方程为

∂tρ =
1

3σ(z)
∂xxρ , (3–102)

初边值条件为：

ρ(t, 0, z) = 1, ρ(t, 1, z) = 0, ρ(0, x, z) = 0.

在该条件下极限方程 (3–102) 有解析解

ρ(t, x, z) = 1− erf

 x√
4

3σ(z)
t

 . (3–103)

当 ε 很小时，我们使用它作为参考解，因为它于精确解的误差至多为 O(ε2)。这里我们设 ε = 10−8。

对于 ε 较大时，由于方程没有显示的解，我们将使用所谓的配点法（collocation method，参见 [63]），
并对 micro-macro 系统 (3–11) 用相同的时间、空间离散来作为比较。关于配点法的更多细节，尤其

是 s-AP 性质，请参考 Jin 和 Liu 的工作中的讨论 [77]。此外，在以下示例中，在速度空间我们用

30 个高斯积分点来计算 ρ。

为了测试方法的准确性，我们使用均值和标准差在 x 方向的 ℓ2 范数：

emean(t) =
∥∥E[uh]− E[u]

∥∥
ℓ2
,

— 50 —



上海交通大学博士学位论文 第三章 gPC-SG 方法在带有随机输入及多尺度的线性输运方程中的应用
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图 3–1 例一：ρ 均值的误差（实线）和标准差的误差（虚线）与 gPC 阶数的关系。这里 ε = 10−8: ∆x = 0.04（方

形），∆x = 0.02（圆圈），∆x = 0.01（星）。

Fig 3–1 Example 1. Errors of the mean (solid line) and standard deviation (dash line) of ρ with respect to the
gPC order at ε = 10−8: ∆x = 0.04 (squares), ∆x = 0.02 (circles), ∆x = 0.01 (stars).

estd(t) =
∥∥σ[uh]− σ[u]

∥∥
ℓ2
,

其中 uh, u 分别是数值解和参考解。

在图3–1中，我们绘制了 gPC 数值解的均值和标准偏差的误差在 t = 0.01 与 gPC 阶数关系。三

组结果包括：∆x = 0.04（正方形），∆x = 0.02（圆圈），∆x = 0.01（星）。这里 ∆t = 0.0002/3。可

以看到，误差随着 N 增大快速衰减，然后在空间离散误差占优势变缓。很明显，即使 ε = 10−8，由

gPC 展开导致的误差在 M = 4 时就可以被忽略。解的均值和标准偏差的曲线分别显示在图3–2的左

边和右边。

图3–3中我们还绘制了的通量 vf 的平均值和标准偏差的曲线。在这里我们观察到 gPC-SG 方法

和配点法以及参考解 (3–103) 之间良好的一致性。

在图3–4中，我们检查由四阶 gPC-SG 方法获得的解在 t = 0.01 时 ∆x = 0.01，∆t = ∆x2/12

与极限方程解析解 (3–103) 的误差。正如预期，在数值误差占主导之前当 ε2 变小的时候误差会随之

变小。

3.6.2 例二：混合尺度

在这个测试中，我们仍然令 σ = 2+ z。考虑如果 ε > 0 也在一个较大的混合尺度上依赖于空间

变量：

ε(x) = 10−3 +
1

2
[tanh(6.5− 11x) + tanh(11x− 4.5)] (3–104)
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图 3–2 例一：ρ 的均值（左边）和标准差（右边）。ε = 10−8，gPC-SG 方法 M = 4（圆圈），配点法（叉）和极限

解析解 (3–103)。
Fig 3–2 Example 1. The mean (left) and standard deviation (right) of ρ at ε = 10−8, obtained by the gPC Galerkin
at order M = 4 (circles), the stochastic collocation method (crosses), and the limiting analytical solution (3–103).
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图 3–3 例一：均值（左）和标准差（右），gPC-SG 方法（圆圈）和配点法（叉），t = 0.01。

Fig 3–3 Example 1. The mean (left) and standard deviation (right) obtained by gPC-Galerkin (circle) and
collocation method (cross) at time t = 0.01
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图 3–4 例一：两种解：解析解 (3–103) 和四阶 gPC-SG 方法，ρ 的均值误差（实线）和标准差误差（虚线）与 ε2 的

关系。∆x = 0.04 (方形), ∆x = 0.02 (圆圈) and ∆x = 0.01 (星)。
Fig 3–4 Example 1. Differences in the mean (solid line) and standard deviation (dash line) of ρ with respect to
ε2, between the limiting analytical solution(3–103) and the 4th-order gPC solution with ∆x = 0.04 (squares),
∆x = 0.02 (circles) and ∆x = 0.01 (stars).

并光滑地从 O(10−3) 变到 O(1)，如图3–5。这种情况下会验证我们格式在混合多尺度下的适应能力，

尤其是关于 ε 的一致收敛性。

为了使质量仍然守恒，正确的线性输运方程为如下的形式，

∂tf + v∂x

( 1

ε(x)
f
)
=

σ

ε2(x)
Lf − σaf + S, σ(x, z) ≥ σmin > 0, (3–105)

那么 micro-macro 分解 (3–11) 修改为

∂tρ+ ∂x [vg] = −σaρ+ S, (3–106a)

∂tg +
1

ε(x)
(I − [.])(v∂xg) = − σ(z)

ε2(x)
g − σag − 1

ε(x)
v∂x

( 1

ε(x)
ρ
)
. (3–106b)

可以发现只有最后一项发生了变化。对于极限方程 (3–8)，也需要修改为

∂tρ = ∂x(κ(z)∂xρ)− ∂x(κ(z)a(x)ρ)− σa(z)ρ+ S, (3–107)

其中我们假设

a(x) = lim
ε→0

ε′(x)

ε(x)
, (3–108)

存在。对于相应的数值格式，我们也只需要把 (3–85b) 中的最后一项

− 1

ε2
v
ρ̂ni+1 − ρ̂ni

∆x
(3–109)

— 53 —



带多尺度和不确定性的输运与波动问题的计算方法 上海交通大学博士学位论文

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

图 3–5 ε(x)

Fig 3–5 ε(x)

替换为

− 1

ε(xi+1/2)
v

(
ρ̂ni+1

ε(xi+1)
− ρ̂ni
ε(xi)

)
1

∆x
. (3–110)

初值为

fin(x, v, z) =
ρ0
2

[
exp

(
− (

v − 0.75

T0

)2
)
+ exp

(
− (

v + 0.75

T0

)2
)]

(3–111)

其中

ρ0(x) =
2 + sin(2πx)

2
, T0(x) =

5 + 2 cos(2πx)
20

. (3–112)

参考解是由配点法（30 样本）得到。相关参数如下：网格空间 ∆x = 0.01，时间 ∆t = ∆x2/3。

我们用五阶 gPC-SG 方法分别演化到时刻 t = 0.005，t = 0.01，t = 0.05，t = 0.1。对于 v 方向的

积分，我们使用 30 个点的高斯积分。

图3–6显示了均值和标准差的 ℓ2 误差与 gPC 阶数的关系，可以看出收敛的非常快（谱收敛）。

3.6.3 例三：随机初值

接下来我们在初值上加入随机性（σ = 2 + z 仍然随机）。

f(0, x, v, z) = f(0, x, v) + 0.2z (3–113)

其中 f(x, v, 0) 和 (3–111) 中一样。这次 ∆x = 0.01，∆t = ∆x2/12 以及最终时间 T = 0.01。首先

我们测试流体极限 ε = 10−8，如图3–7。接下来我们测试 ε = 1，如图3–8。可以看到两种方法吻合

度很高。
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图 3–6 例二：均值（实线）和标准差（虚线）的 ℓ2 误差与 gPC 阶数的关系
Fig 3–6 Example 2 with initial data(3–111)–(3–112). The ℓ2 error of mean and standard deviation (dash line)
with respect to gPC order.
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图 3–7 例三：均值（左）和标准差（右），gPC-SG 方法（圆圈）和配点法（叉），t = 0.1，ε = 10−8。

Fig 3–7 Example 3. The mean (left) and standard deviation (right) obtained by gPC-Galerkin (circle) and
collocation method (cross) at time t = 0.1, ε = 10−8.
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图 3–8 例三：均值（左）和标准差（右），gPC-SG 方法（圆圈）和配点法（叉），t = 0.1, ε = 1。

Fig 3–8 Example 3. The mean (left) and standard deviation (right) obtained by gPC-Galerkin (circle) and
collocation method (cross) at time t = 0.1, ε = 1

3.6.4 例四：随机边界条件

这个例子中，我们在边界条件中加入随机性：

fL(t, v, z) = 2 + z, fR(t, v, z) = 1 + z. (3–114)

我们也测试了当 ε = 10−8 和 ε = 10 两种情况，如图3–9和图3–10，同样的 gPC-SG 方法和参考解

高度吻合。
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图 3–9 例四：均值（左）和标准差（右），gPC-SG 方法（圆圈）和配点法（叉），t = 0.1, ε = 10−8。

Fig 3–9 Example 4. The mean (left) and standard deviation (right) obtained by gPC-Galerkin (circle) and
collocation method (cross) at time t = 0.1, ε = 10−8
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图 3–10 例四：均值（左）和标准差（右），gPC-SG 方法（圆圈）和配点法（叉），t = 0.1, ε = 10。

Fig 3–10 Example 4. The mean (left) and standard deviation (right) obtained by gPC-Galerkin (circle) and
collocation method (cross) at time t = 0.1, ε = 10

3.6.5 例五：二维随机空间

最后，我们来考察具有如下形式的二维随机场：

σ(x, z1, z2) = 1− σz1
π2

cos(2πx)− σz2
4π2

cos(4πx) (3–115)

其中我们设置 σ = 4 和 z1, z2 为均匀分布在 (−1, 1) 上的随机变量。由 ∆x = 0.025，∆t =

0.0002/3 的五阶 gPC-SG 方法得到在 t = 0.01 的解 ρ 的均值和标准偏差见图3–11。然后我们使用

高阶配点法（40×40 高斯 - 勒让德积分点）来计算解的参考解的均值和标准差。在图3–12中，我们

画出 ρ 的均值（实线）和标准差（虚线）的误差与 gPC 阶数的关系。可以清楚地看到误差的快速谱

收敛。
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图 3–11 均值（左）和标准差（右），五阶 gPC-SG 方法（圆圈）和配点法（叉），二维随机变量。
Fig 3–11 The mean (left) and standard deviation (right) of ρ at ε = 10−8, obtained by 5th-order gPC Galerkin
(circles) and the stochastic collocation method (crosses). The random input has dimension d = 2.
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图 3–12 ρ 的均值误差（实线）和标准差误差（虚线）与 gPC-SG 阶数的关系，二维随机变量。
Fig 3–12 Errors of the mean (solid line) and standard deviation (dash line) of ρ with respect to gPC order, with
the d = 2 dimensional random input.

3.7 本章总结与展望

在本章中，我们建立了随机伽辽金方法对带有随机散射系数的线性输运方程关于克努森数一致

的谱精度分析，从而允许我们证明该方法具有随机渐近保持性质（s-AP）。对于基于 micro-macro 分

解的全离散格式，我们证明了一致的稳定性结果。这是首次有人证明了关于这类问题的一致性结果。

关于一致性的分析在带有多尺度与不确定性的问题中非常重要。我们的分析对于线性问题具有

一般的指导意义，进而可以推广到更多的 kinetic 方程或其他方程上去。而对于非线性的问题，仍然

非常困难，将作为未来的研究的内容。
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第四章 使用 NUFFT 的半拉格朗日时间算子分裂法在具有向量势
的薛定谔方程的应用

量子效应在许多科学和工程领域中发挥重要作用，例如理论化学，固态力学和量子光学。而对

于薛定谔方程的数学分析和数值模拟具有根本的重要性。这种类型的方程形成了一类的色散偏微分

方程，即不同波长的波在不同相速度下传播的方程。而当考虑磁场时，我们需要将向量势函数引入

到薛定谔方程中。

在本章中，我们考虑具有向量势函数的半经典薛定谔方程，其具有形式

iε∂tu
ε =

1

2
(−iε∇x − A(x))

2
uε + V (x)uε, t ∈ R+, x ∈ R3, (4–1)

uε(x, 0) = u0(x), x ∈ R3, (4–2)

其中 uε(x, t) 是复值波函数，V (x) ∈ R 是标量势函数，A(x) ∈ R3 是向量势函数。数学上我们用标

量势和向量势来描述电磁场，即电场 E(x) ∈ R3 和磁场 B(x) ∈ R3 如下

E = −∇V (x), B = ∇× A (x) . (4–3)

薛定谔方程(4–1)可以由不带向量势的方程通过局部规范变换（参见 [87]）导出。外部电磁场的

存在的量子力学演化会导致许多深远的结果，例如朗道能级、塞曼效应和超导性。在分析方面，哈

密顿算子在光谱和散射性质上具有不同的特征（见 [88]）。数值上，它也带来了新的挑战，特别是在

半经典格式中。向量势函数的存在使得薛定谔方程中引入对流项并且同时标量势函数也产生了一定

影响（参见 [3]）。
事实上，可以通过额外添加一个条件来简化势函数，即给出一个指定的规范。电场 E(x) ∈ R3

和磁场 B(x) ∈ R3 具有所谓的规范不变性。一个自然的选择是 ∇x · A = 0，这就是所谓的库仑规范。

在这个规范中，矢量势和正则动量互为对易，[A, −iε∇x] = 0 使得修改后的薛定谔方程(4–1)的动能

（“kinetic”）部分可以简化为如下

1

2
(−iε∇x − A)2uε = −ε

2

2
∆xu

ε + iεA · ∇xu
ε +

1

2
|A|2uε. (4–4)

在薛定谔方程中，波函数作为辅助量用于计算宏观物理量（物理可观测量），例如位置密度

n(x, t) = |uε(x, t)|2, (4–5)

和修正的电流密度

J(x, t) = 1

2
(uε (−iε∇x − A)uε − uε (−iε∇x − A)uε) , (4–6)

其中 f̄ 表示 f 的复共轭。实际上，我们有以下质量守恒方程

∂

∂t
n+∇x · J = 0. (4–7)
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我们指出 n 和 J 都是规范不变量。另外两个重要的物理量是质量

m(t) := ‖uε(x, t)‖2L2 =

∫
R3

n(t, x)dx, (4–8)

和能量

E(t) := 1

2
‖(−iε∇− A)uε‖2L2 + 〈uε, V uε〉, (4–9)

其中 〈f, g〉 ≡
∫
Rd f(x)g(x) dx 是标准的内积。对于 uε ∈ C(Rt;L

2(Rd) ∩ S(Rd))，这些量在动力学演

化中是守恒的。我们把详细的证明放在本章的附录A中。

在半经典格式下，即 ε � 1 时，波函数 uε 在空间和时间上都是高度振荡的，振荡的尺度为

O(ε)。因此当 ε→ 0 时，它在强意义下并不收敛。当 ε� 1 时，相比于直接求解薛定谔方程，更多的

是一些近似方法，如水平集方法和基于 WKB 分析和 Wigner 变换的矩封闭方法，参见 [89-92]。高

斯波束法（或高斯波包法）是另一类重要的方法，它允许精确计算焦散和捕获相位信息（参见例如

[93-96]），这种模型误差为 O(ε1/2)。为了提高近似精度，人们引入了高阶高斯波束方法，其具有误差

Ck(T )ε
k/2（见 [97-98]）。然而，在 [99-100] 中已经证明对于固定的 ε，更高阶的高斯波束方法可能不

是减少误差的实用方法。然而，Hagedorn 在 [101] 中提出，在 [100-102] 中分析和实现的 Hagedorn
波包可以有效地减少所有 ε ∈ (0, 1] 中的误差。在 [100] 中，Zhou 已经将该方法扩展到向量势函数，

并为伽辽金近似的高阶收敛提供了严格的证明。最近，Russo 和 Smereka 在文献 [103-104] 中提出

了一种基于所谓的高斯波包变换的新方法，这是另一个值得选择的方法。

在数值上，如果想直接模拟薛定谔方程(4–1)，波函数的振荡性质会使计算开销十分巨大。对于

物理可观测量的计算，如 n(x, t) 和 J(x, t)，也是如此。据我们所知，最好的方法之一是时间分裂谱

方法，由 Bao，Jin 和 Markowich 在 [4,92,105] 中提出，其中网格策略 ∆t = O(ε) 和 ∆x = O(ε) 就

足以保证波函数的准确近似。而为了计算正确的物理可观察量，时间步长可以放松到 O(1)。

由于向量势函数的存在，与经典情况相比，在(4–4)中存在两个主要变化：修正的标量势和新的

对流项。为了设计一个无条件稳定的格式，Jin 和 Zhou 在 [3] 中引入了半拉格朗日时间分裂方法

（semi-Lagrangian time splitting method），其中网格划分策略 ∆t = O(ε) 和 ∆x = O(ε) 足以保证准

确的近似的波函数。类似地，可以使用 ε 时间步长来捕获正确的物理可观察量。在对流步骤中，在

[3] 中分析和实现了多项式插值技术，其中为了效率考虑牺牲了空间精度。事实上，可以代替地应用

谱插值以改善空间精度，不幸的是，它将使计算复杂度从 O(N)（多项式插值）增加到 O(N2)（直接

傅里叶级数求和）其中 N 是网格点的数量。这里主要问题是取样点不一定均匀分布，标准逆 FFT
不再适用，因此，半拉格朗日方法需要效率和精度之间的平衡。

由于非均匀快速傅立叶变换（NUFFT）（参见例如 [42-43]），可以是该问题得到理想的解决。

这是我们工作的主要出发点。非均匀傅里叶变换在各种应用领域中产生，从医学成像到射电天文学

到偏微分方程的数值解。当采样是均匀的并且在等间隔频率处需要傅立叶变换时，经典快速傅里叶

变换（FFT）在计算中起到重要作用，其仅需要 O(N logN) 复杂度来计算 N 个傅里叶系数而不是

O(N2) 的复杂度。然而，当数据不是在“物理”或“频率”域中的均匀分割的网格上进行采样时，不幸

的是，FFT 并不适用。在过去几年中，已经开发了许多算法来克服了这种限制，通常被称为非均匀

FFT（NUFFT）。

在本章中，我们将 NUFFT 算法结合到时间分裂半拉格朗日方法中，计算复杂度为 O(N logN)。

可以证明新方法是无条件稳定的。与多项式插值的情况不同（插值模板需要特别处理），现在通过全
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局谱近似来进行插值。当需要还原时间和空间振荡时，即 ∆x = O(ε) 和 ∆t = O(ε)，我们证明我们

的方法在空间具有谱精度和一阶时间精度。我们还在 Wigner 变换的框架中证明，允许不依赖于 ε

时间步长来计算正确的物理可观察量。

我们进行了大量的数值实验来验证我们的方法。通过高阶分裂方案可以容易地提高时间方向的

精度。在数值中，我们使用 Strang 算子分裂。在一维情况下，我们已经验证了该方法在时间上二阶

收敛，在空间上谱收敛。我们还表明，当计算物理可观测量时，没有必要还原时间振荡。我们同时

给出了二维和三维数值实验。

本章的其余部分按以下方式组织。在 4.1 节中，我们提出了数值方法的详细结构以及对 NUFFT
算法的简要回顾。在 4.2 节中提供了波函数的严格稳定性分析和误差估计，其中我们还分析了计算

物理可观测量时网格划分策略。在 4.3 节，我们提出了各种数值测试来验证我们的方法的性质。我

们在最后一节总结一些评论和未来的方向。

4.1 数值方法

4.1.1 时间算子分裂与谱逼近

在本节中，我们将应用在 [3-4] 中引入的时间分裂谱方法。为了简单起见，我们考虑周期边界条

件的一维问题。对多维情况的可以通过张量积直接推广。这里，我们只描述一阶时间分裂格式，在

[3] 中描述了对高阶格式的推广。

考虑在计算区域 [a, b] 上的均匀网格 xj = a+ j∆x, j = 0, . . . , N − 1, 其中 ∆x = (b− a)/N，N

正的偶数。时间步长 ∆t，定义 tn = n∆t，Un = (Un
0 , . . . , U

n
N−1)

T 的分量 Un
j 为 uε(xj , tn) 的数值

近似，Vj 是 V (xj) 的数值近似。

我们考虑一维薛定谔方程，即库仑规范下的 (4–1)，

iε∂tu
ε = −ε

2

2
∆uε + iεA · ∇uε + 1

2
|A|2uε + V uε, a < x < b, t > 0, (4–10)

和周期边界条件

uε(a, t) = uε(b, t), uεx(a, t) = uεx(b, t), (4–11)

及初值

uε(x, 0) = uε0(x). (4–12)

注意，在一维情况下，A 是一个标量函数，这时势函数的规范计没有明确定义，但方程(4–10)数值方

法可以推广到多维情况。在时间算子分裂法的框架中，要将(4–10)从 tn 演变为 tn+1，我们可以先街

薛定谔方程的动能算子部分，

iε∂tu
ε = −ε

2

2
∆uε, t ∈ [tn, tn+1], (4–13)

接着解势函数的部分

iε∂tu
ε =

1

2
|A|2uε + V uε, t ∈ [tn, tn+1], (4–14)

最后解对流的部分

∂tu
ε = A · ∇uε, t ∈ [tn, tn+1]. (4–15)
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为了数值解上面的方程，我们首先引入如下函数空间 SN

SN = span{eiµk(x−a), µk = (2πk)/(b− a) k = −N/2, . . . , N/2− 1}. (4–16)

设 IIN : Sp := {u(x)|u ∈ C1([a, b]), u(a) = u(b), u′(a) = u′(b)} → SN 为标准的投影算子 [106], 即

(IIN u) (x) =

N/2−1∑
k=−N/2

ũk e
iµk (x−a), x ∈ [a, b], ∀ u(x) ∈ Sp, (4–17)

以及

ũk =
1

b− a

∫ b

a

u(x) e−iµk (x−a)dx, k = −N/2, . . . , N/2− 1. (4–18)

为了计算傅立叶系数 ũk，我们用数值积分（梯形法）在均匀网格点上来近似(4–18)中的积分，并且

所得的求和是由 FFT 实现。等价地，这个数值近似允许我们在网格点上定义 u(x) 的插值，如下

uI(x) =

N/2−1∑
k=−N/2

ûk e
iµk(x−a), x ∈ [a, b], (4–19)

其中

ûk =
1

N

N−1∑
j=0

Uj e
−iµk(xj−a) =

1

N

N−1∑
j=0

Uje
−i 2πjk

N , k = −N/2, . . . , N/2− 1. (4–20)

数值上，我们可以在傅立叶空间精确的得到(4–13)的解

U∗
j =

N/2−1∑
k=−N/2

e−i∆t
2 εµ2

k ûnk e
iµk(xj−a), (4–21)

势能的方程由可以在物理空间得到精确解

U∗∗
j = e−i( 1

2 |A|2u∗
j+Vj)∆t/ε U∗

j . (4–22)

一般来说，对于任意向量势函数 A(x)，不可能得到对流方程(4–15)的精确解。虽然许多数值方

法可用于解该方程，但是大多数主要的方法具有 CFL 条件，使得时间步长不能选的很大。为了用较

大的时间步长来得到物理观测量，有必要应用无条件稳定的方法。

为了用改进的稳定性条件数值地解对流方程，在 [3] 中提出了具有多项式插值的半拉格朗日方

法。半拉格朗日方法包括沿着特性线回溯和插值。准确地说，我们用周期边界条件求解对流方程

∂tu
ε − A · ∇uε = 0, t ∈ [tn, tn+1]. (4–23)

对应的特征线方程为
dx(t)

dt
= −A(x(t)), x(tn+1) = xj . (4–24)

我们令常微分方程(4–24)的数值解 x(tn) = x0j。沿着特性线，我们有 uε(xj , tn+1) = uε(x0j , tn)。

然而，由于经移位的目标点不一定是网格点，因此需要插值以近似估计 uε(x0j , tn)。我们可以采用全

局谱插值，例如傅里叶伪谱差值，或局部多项式插值，例如 M 阶拉格朗日多项式插值 [3]。
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当应用局部多项式插值时，对于每个移位的目标点 x0j，需要从其相邻网格点构建多项式插值。

以 M 阶的拉格朗日多项式插值为例，对于每个 x0j，选择 M 个相邻的网格点来构造具有 O(∆xM )

误差的拉格朗日多项式插值。局部多项式插值的总计算量每个时间步为 O(N)。

而在全局谱插值中，我们首先在网格点上构建谱插值，然后算出在移位的目标点处的插值函数。

对于傅立叶谱插值，所有傅里叶系数在用 FFT 的计算量为 O(N logN)。值得指出的是，FFT 不能

用于计算在移位的目标点处的差值函数，因为 {x0j} 不一定是均匀分布的网格点。对每个目标点的有

限傅立叶级数的直接估计 x0j 需要 O(N) 的计算量。因此，总评估过程成本是 O(N2)，并且它是相

当耗时的，特别是在高维时。

与局部多项式插值相比，傅里叶插值在空间上是谱精度的，但是在效率方面是瓶颈。使用

NUFFT 算法 [43]，我们可以把效率从 O(N2) 提高到到 O(N logN)，而不牺牲其谱精度。注意，

NUFFT 仅仅是用于计算这里遇到的离散傅里叶加法的快速算法。我们将介绍使用 NUFFT 的半拉

格朗日方法给出一个简要的介绍。

4.1.2 使用 NUFFT 的半拉格朗日方法解对流方程

按照前面一节的分析，为了使用半拉格朗日方法解对流方程 (4–15)，我们需要计算

Un+1
j = uε(x0j , tn) ≈

N/2−1∑
k=−N/2

ûnke
iµk(x

0
j−a) =

N/2−1∑
k=−N/2

ûnke
ik

2π(x0
j−a)

b−a . (4–25)

一般来说，移位的目标点 x0j 不一定均匀分布，因此由于变换矩阵的代数结构的破坏，FFT 不

适用于傅里叶级数求和(4–25)。直接求和，需要 O(N2) 的运算量，将大大影响效率，特别是对于二

维和三维问题。使用 NUFFT 算法，计算(4–25)可以在 O(N logN) 的复杂度内完成。与 O(N2) 复

杂度相比，效率提高到 O(N logN) 是相当可观的。然后我们将 NUFFT 算法结合到半拉格朗日方

法中，并将改进方法的细节给出如下

算法 4–1 使用 NUFFT 的半拉格朗日方法
1: 回溯解出错位的目标点 x0j .
2: 使用 FFT，由网格点 xj 计算出 uε(x, tn) 的傅立叶谱插值。

3: 使用 NUFFT 计算(4–25)中的 Un+1
j = uε(x0j , tn+1)。

算法4–1的总计算复杂度由三部分组成。步骤 1 可以通过 O(N) 的 ODE 求解器求解。步骤 2 中

的傅立叶系数可以由 O(N logN) 复杂度的向前 FFT（forward FFT）来计算。步骤 3 中的计算可

以在 NUFFT 的 O(N logN +N) 操作内完成。总之，总复杂度是 O(N +N logN)，空间精度从多

项式精度提高到谱精度。我们将给出出数值验证。对多维情况的推广是简单和直接的。

4.1.3 NUFFT 算法简介

在本节中，我们将简要介绍一下 NUFFT 算法。该算法旨在加速傅里叶级数的计算，其涉及物

理空间和频率空间的不均匀点，复杂度最多为 O(N logN)。该算法有有很多版本，我们在这里按照

[43] 中描述的使用高斯内核进行插值的简单且快速的实现。
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我们在一维中定义了类型 1 和 2 的不均匀离散傅里叶变换，如下

类型 1: F (k) =
N−1∑
j=0

fje
−ikxj , k = −M/2, . . . ,M/2− 1, (4–26)

类型 2: f(xj) =

M/2−1∑
k=−M/2

F (k)eikxj , j = 0, 1, . . . , N, (4–27)

其中 xj ∈ [0, 2π] 是不均匀的格点，fj 为复数。

简单起见，为了说明基本的基本思想，我们考虑一维类型 1 的情况。在我们的半拉格朗日方法

中使用的类型 2 求和可以看作是类型 1 的逆，可以参见 [43]。请注意，方程 (4–26) 描述了函数的精

确傅里叶系数

f(x) =
N−1∑
j=0

fjδ(x− xj), (4–28)

可以看作 [0, 2π] 上的周期函数。这里 δ(x) 是狄拉克 δ 函数。通过与一维热核（heat kernal）在 [0, 2π]

上进行卷积，即 gτ (x) =
∑∞

l=−∞ e−(x−2lπ)2/4τ，我们可以构建一个周期为 2π，C∞ 的函数 fτ 如下

fτ (x) = f ∗ gτ (x) =
∫ 2π

0

f(y)gτ (x− y) dy. (4–29)

实际上，fτ 是 f 的一个很好的逼近并且可以在 x 的均匀网格上被计算出来。傅立叶系数 Fτ (k) =
1
2π

∫ 2π

0
fτ (x)e

−ikx dx 可由标准的 FFT 在一个过抽样（oversampled）的网格上准确的逼近，

Fτ (k) ≈
1

Mr

Mr−1∑
m=0

fτ (2πm/Mr)e
−ik2πm/Mr , (4–30)

这里

fτ (2πm/Mr) =
N−1∑
j=0

fjgτ (2πm/Mr − yj). (4–31)

一旦我们知道了 Fτ (k)，根据卷积理论我们有，

F (k) =

√
π

τ
ek

2τFτ (k). (4–32)

相关参数的最佳选择涉及一些深入的分析，我们在此省略。根据在 [43] 中的讨论，我们选择

Mr = 2M 和 τ = 12/M2，并使用高斯函数将每个源扩展到最近的 24 个点，那么它产生大约 12 位

数的精度。对于 6 位数精度，我们选择 τ = 6/M2 并将每个源分散到最接近的 12 点。在数值实验

中，如果没有另外说明，我们选择 12 位精度。

4.2 数值分析

在这节中，我们将研究波函数与物理观测量的稳定性、收敛性。
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4.2.1 稳定性分析

对任意函数 u(x) ∈ Sp，令 U = (u(x0), · · · , u(xN−1))
T 为 u 的网格向量。定义 ‖ · ‖l2 为离散的

l2 范数，‖ · ‖L2 为函数空间 Sp 的 L2 范数

‖U‖l2 =
(
∆x

N−1∑
j=0

|Uj |2
)1/2

, ‖u‖L2 =
(∫ b

a

|u(x)|2 dx
)1/2

. (4–33)

经过简单的计算，我们有 ‖uI(x)‖L2 = ‖U‖l2 对于任意的 u ∈ Sp 成立。

引理 4.1. 对于每个时间步 t ∈ [tn, tn+1]，在解动能方程(4–13)和势能方程(4–14)后，我们有

‖U∗∗‖l2 = ‖Un‖l2 . (4–34)

证明. 证明和在 [4] 中的非常类似，简洁起见我们将其省略。

为了用半拉格朗日方法求解对流方程，首先沿着特征回溯。特征线方程在任意给定的初值点 x0 ∈
[a, b]，

dx(t)

dt
= −A(x(t)), x(t0) = x0, x0 ∈ [a, b]. (4–35)

我们定义 Sp 上的映射 E(t, t0) 如下

(E(t, t0)v)(x0) := v(x(t)), v ∈ Sp. (4–36)

由于 (4–35) 是一个自治系统，所以 E(t, t0) 仅是 t − t0 的函数。因此，我们将用 E(t − t0) 表示

E(t, t0)。如果来自回溯和谱插值的误差是可以忽略的，即 un+1
I (xj) 是 “精确的”，使用 NUFFT 的

半拉格朗日方法可以描述为

un+1
I (x) = IINE(∆t)u∗∗I (x), (4–37)

其中 u∗∗I (x) 是 u∗∗(x) 的谱插值。

引理 4.2. 假设 A ∈ C1([a, b]) 并且是无旋的，即 ∇ · A = 0, 则半拉格朗日格式 (4–37) 是无条件稳
定的并且我们有

‖un+1
I ‖L2 ≤ ‖u∗∗I ‖L2 . (4–38)

证明. 由 (4–37),
‖un+1

I ‖L2 = ‖IINE(∆t)u∗∗I ‖L2 ≤ ‖E(∆t)u∗∗I ‖L2 , (4–39)

因为 A 是无旋的，我们有 ‖E(∆t)‖(L2)∗ ≤ 1 及 ‖un+1
I ‖L2 ≤ ‖u∗∗I ‖L2 .

注 8. 该引理很容易推广到更一般的 A，可以参见 [107] 中更多的讨论。

结合引理4.1和4.2，我们得到如下的稳定性结果，

定理 4.3. 使用 NUFFT 的半拉格朗日时间分裂谱方法，(4–21)、(4–22)及(4–25)，是无条件稳定的。
事实上，对于任何网格大小和时间步

‖Un+1‖l2 ≤ ‖Un‖l2 , n = 1, 2, · · · (4–40)
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证明. 根据引理4.1，‖U∗∗‖l2 = ‖Un‖l2。由引理4.2，我们有

‖Un+1‖l2 = ‖un+1
I ‖L2 ≤ ‖u∗∗I ‖L2 = ‖U∗∗‖l2 = ‖Un‖l2 .

4.2.2 波函数的误差估计

在这节中，我们研究波函数数值逼近的误差及网格策略。我们假设波函数载空间和时间上都是

ε 振荡的。更具体地说，存在独立于 t，x 和 ε 的正的常数 Bm，Cm，Dm 使得∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂m1+m2

∂xm1∂tm2
u(x, t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C([0,T ];L2)

≤ 1

εm1+m2
Cm1+m2

, m = m1 +m2, m1,m2 ∈ N+, (4–41)∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂m

∂xm
A(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

≤ Dm,

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂m

∂xm
V (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

≤ Bm. (4–42)

注意，在4–41中，差分运算符对于一般光滑函数是无界的，但它在光滑 L2 函数的子空间中是有界

的，最多为 ε 振荡的。假设(4–42)意味着这些势能函数是光滑的，并且上解独立于 ε。我们使用 fI

来表示基于前面部分提到的离散数据 f(xj) 的谱近似。现在我们可以证明使用 NUFFT 的半拉格朗

日一阶时间分裂谱方法法（缩写为 SL-TS）的以下误差估计。

证明基本上遵循 [3] 中的定理 4 和 [4] 中的定理 4.1，但与以前的版本不同，因为这是在向量势

函数存在的情况下显示了空间中的谱精度。

定理 4.4. 设 uε(x, t) 是方程(4–10)的精确解，uε,n 是用一阶 SL-TS 方法的离散逼近。我们假设能
够以可以忽略的误差数值解特征线方程(4–24)，而且在 SL-TS 方法中对流步的 NUFFT 的误差可
以忽略。在假设(4–41)-(4–42)下，我们进一步假设 ∆x = O(ε) 和 ∆t = O(ε)，那么对于任何时间

t ∈ [0, T ]，我们有

‖uε(tn)− uε,nI ‖L2 ≤ Gm
T

∆t

(
∆x

ε

)m

+
CT∆t

ε
, (4–43)

其中 m ∈ N+ 是 uε(x, t) 的正则指标，C 为独立于 ∆t，∆x，ε，m 的正常数，Gm 是不依赖于 ∆t,
∆x 和 ε 的正常数。

证明. 在证明中，如果没有明确说明，所涉及的常数被假定为独立于 ε。为了清楚起见，我们重写方

程(4–10)
∂tu

ε = (A+ B + C)uε, (4–44)

其中

A =
iε

2
∆, B = − i

ε

(
1

2
|A|2 + V

)
, C = A · ∇.

设 uε(tn) 是在 t = tn 时的精确解，那么

uε(tn+1) = e(A+B+C)∆tuε(tn). (4–45)

定义由（一阶）时间算子分裂获得的解（无空间离散）为

wn+1 = eC∆teB∆teA∆tuε(tn). (4–46)
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请注意，由于算子分裂误差，wn+1 与 uε(tn+1) 不同。如 [3] 所示，局部分裂误差是

‖uε(tn+1)− wn+1‖L2 = O

(
∆t2

ε

)
. (4–47)

由三角不等式，得到

‖uε(tn+1)− uε,n+1
I ‖L2 ≤ ‖uε(tn+1)− wn+1‖L2 + ‖wn+1 − wn+1

I ‖L2 + ‖wn+1
I − uε,n+1

I ‖L2 , (4–48)

其中 wn+1
I 是 wn+1 的谱插值逼近。(4–48)的第一项是分裂误差(4–47)，第二项给出了谱逼近的误差，

其上界为 Cm(∆x
ε
)m。到目前为止，分析与以前的结果一致。但是，我们需要分析最后一项，这是通

过数值近似引入的误差项。特别的，由于在对流步骤中利用了谱逼近，因此产生的误差与 [3] 不同，

因此需要仔细研究。

在 SL-TS 方法中，由算子 B 控制的势能步是通过解析求解的，而算子 A 和 C 的动能步骤和对

流步是通过数值近似演化的，分别由 ASP 和 CSL 表示。由三角不等式：

‖wn+1
I − uε,n+1

I ‖L2 = ‖wn+1 − uε,n+1‖l2

= ‖eC∆teB∆teA∆tuε(tn)− eCSL∆teB∆teASP∆tuε,n‖l2

≤ ‖eC∆teB∆teA∆tuε(tn)− eC∆teB∆teASP∆tuε(tn)‖l2

+ ‖eC∆teB∆teASP∆tuε(tn)− eCSL∆teB∆teASP∆tuε(tn)‖l2

+ ‖eCSL∆teB∆teASP∆tuε(tn)− eCSL∆teB∆teASP∆tuε,n‖l2 . (4–49)

(4–49)右端的第一项表示 uε(tn) 在动能步的谱逼近，所以如同在 [3-4] 中的分析，这项的误差为是

O((∆x
ε
)m)（对于任意的正整数 m）。(4–49)右端的第二项表示 eB∆teASP∆tuε(tn) 在对流步的数值逼

近。根据对动能步和势能步的稳定性分析，

‖eB∆teASP∆tuε(tn)‖l2 = ‖uε(tn)‖l2 .

然后，第 2 节中的局部误差分析意味着，当计算偏移的网格点和 NUFFT 的误差很小时，第二项是

O((∆x
ε
)m)，m 为任意正整数，这里谱插值的误差占主导。

(4–49)右端的最后一项连接两个连续时间步长之间的数值解的数值误差，其中数值稳定性至关

重要。也可以很容易地看出，运算符 eA∆t，eB∆t 和 eC∆t（在库仑规范下）是 L2 范数下中的周期光

滑函数类的酉运算符，这意味着 ‖eA∆t‖L2 = ‖eB∆t‖L2 = ‖eC∆t‖L2 = 1。通过上一节的稳定性分析，

我们已经证明，

‖eASP∆t‖L2 = 1 ‖eCSL∆t‖L2 ≤ 1.

因此，我们得出以下估估计，即(4–49)右侧的最后一项

‖eCSL∆teB∆teASP∆tuε(tn)− eCSL∆teB∆teASP∆tuε,n‖l2

≤ ‖eCSL∆t‖L2‖eB∆teASP∆tuε(tn)− eB∆teASP∆tuε,n‖l2

≤ ‖eCSL∆t‖L2‖uε(tn)− uε,nI ‖L2

≤ ‖uε(tn)− uε,nI ‖L2 . (4–50)
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推出

‖wn+1
I − uε,nI ‖L2 ≤ ‖uε(tn)− uε,nI ‖L2 + C ′

m

(
∆x

ε

)m

, (4–51)

C ′
m 是独立于 t，x，ε 的常数。现在我们有递推关系

‖uε(tn+1)− uε,n+1
I ‖L2 ≤ ‖uε(tn)− uε,nI ‖L2 + C1(

∆x

ε
)m + C2(

∆t2

ε
), (4–52)

C1，C2 是独立于 t，x，ε 的常数。

由 ‖uε(tn)− uε,nI ‖L2 的递推关系和归纳法，我们有

‖uε(tn)− uε,nI ‖L2 ≤ Gm
T

∆t
(
∆x

ε
)m +

CT∆t

ε
. (4–53)

证毕。

这个定理意味着如果 δ > 0 是 L2 范数中的误差界，那么 ‖uε(tn)− uε,nI ‖L2 < δ，相应的网格划

分策略是
∆t

ε
= O(δ),

∆x

ε
= O(δ1/m∆t1/m), (4–54)

m ≥ 1 为任意整数。对于高阶算子分裂技术，可以进行类似的分析，这在本文中被省略。

我们指出，网格划分策略(4–54)与 [4] 中的结果（没有向量势函数）一致，并且明显优于 [3]，在

这篇参考文献中多项式插值应用于半拉格朗日方法，因此整个数值方案在空间上不具有谱精度。

4.2.3 物理观测量的误差估计

一般来说，如果只关心物理观测值，则网格划分策略中的条件较弱可能就足够了（参见 [3-4]），
其中可以使用 Wigner 变换来说明这一点。对于 f, g ∈ L2(Rd)，Wigner 变换被定义为相空间函数

wε(f, g)(t, x, ξ) =
1

(2π)d

∫
Rd

eiy·ξf̄(x− ε

2
y)g(x+

ε

2
y) dy. (4–55)

定义 wε = wε(uε, uε)，当 ε→ 0 时，Wigner 变换收敛到 Wigner 测度 w0 = lim
ε→0

wε(uε, uε)，其

中的收敛是在弱意义下的。

设 a(x, ξ) 是一个光滑的实值相空间函数，在无限远处有足够的衰减，称为半经典符号。那么，

自共轭的拟微分算子 Aε := a(x, εD)W 被称为可观察值，这里 D = i∇x 和 W 表示 Weyl 量化。那

么在这种状态下可观察到的平均值被定义为

Eε
a(t) =

∫
Rd

ūε(t, x)(a(x, εD)Wuε(t, x)) dx. (4–56)

一个重要的性质是对偶等式∫
Rd

ūε(t, x)(a(x, εD)Wuε(t, x)) dx =

∫
Rd×Rd

wε(t, x, ξ)a(x, ξ) dxdξ. (4–57)

Eε
a(t) 可以取半经典极限

lim
ε→0

Eε
a(t) =

∫
Rd×Rd

w0(t, x, ξ)a(x, ξ) dxdξ. (4–58)
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w̃ε 是数值近似解的 Wigner 变换。可以很容易地证明以下的不等式

|Eε
a − Ẽε

a| ≤ ‖a‖E · ‖wε − w̃ε‖E∗ ≤ C‖a‖E · ‖uε − ũε‖L2(a,b), (4–59)

对于 a ∈ E，是如下的巴拿赫空间

E =
{
ϕ ∈ C0(Rd

x × Rd
ξ) : (Fξ→vϕ) ∈ L1(Rd

v;C0(Rd
x))
}
.

F 表示傅里叶变换，E∗ 是 E 的对偶空间。我们指出，当波函数在无穷远下衰减得足够快时，可以

对 Banach 空间进行延拓。

在算子分裂后的每个时间步长 t ∈ [tn, tn+1] 中，波函数由于谱逼近和 NUFFT（很小）导致。根

据定理4.4及上面的不等式(4–59)，可以估计相应 Wigner 变换中的误差。

估计(4–59)意味着，空间网格划分策略 ∆x/ε = O(δ1/m∆t1/m) 足以保证在时间间隔 [0, T ] 上由

谱插值引起的所有物理观察值中的 O(δ) 误差。

如 [3] 中讨论的计算物理观测值的分裂误差为 O(ε)，因为经典极限方程独立于 ε，并且薛定谔

方程的时间分裂对应于 Wigner 方程的分裂。在动能步骤和势能步骤中，时间的演化是精确的，在

对流部分中，向后特征回溯在预处理步骤中完成（足够精细的、独立于 ε 的时间步长）因此，在时

间离散化中，根本没有依赖于 ε 的误差。

在所有这些考虑之后，我们得出结论，使用 NUFFT 的 SL-TS 可以用于捕获正确的物理观测

值。这意味着用时间步长 ∆t = O(δ) 和空间网格划分策略 ∆x = O(ε)，数值解在 Wigner 变换中得

到 O(δ) 误差（当 ε→ 0 时），因此所有物理观察值的误差为 O(δ)。

4.3 数值例子

在本节中，我们将通过大量的一维数值例子来确认所提方法的准确性和有效性，并在二维和三

维情况下提供仿真实例。参考解是通过具有精细网格大小和时间步长的时间显式谱方法（TESP）获

得的，其中通过标准四阶 Runge-Kutta 方法来求解对流方程，空间导数近似由傅立叶谱方法 [3] 得

到。波函数的误差以 l2 范数计算，而物理观测值的误差则被测量通过它们的累积函数的 l2 范数。

例 4.1. 依赖时间的向量势函数

在这个例子中，我们使用与 [3] 中相同的一维示例，计算域为 C = [0, 2π]，最终时间为 T = 0.4。

标量势为 V (x) = 1，向量势为 A(x, t) = sin(x− 2t)/10。初始值为 u0(x) = e−10(x−π)2ei cos(x)/ε。

波函数，位置密度和电流密度的误差定义如下：

Eu = ‖uN∆t − u ref‖l2 , En = ‖ñN
∆t − ñ ref‖l1 , EI = ‖ĨN∆t − Ĩref‖l1 , (4–60)

其中 uN∆t 为数值解（∆x = 2π
N

，∆t），uref 是有非常精细的网格用 TESP 方法得到的。ñ, Ĩ 是相应的

累积函数

ñ(x) =

∫ x

0

n(s)ds, Ĩ(x) =

∫ x

0

I(s)ds, 0 < x < 2π. (4–61)

电流密度定义如下，I(t, x) = εIm(uε(t, x)∇xu
ε(t, x)) = ε

2i(u
ε∇xu

ε − uε∇xuε)。
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图 4–1 例4.1中波函数的 l2 误差，位置密度的 l1 误差和电流密度的 l1 误差与 ∆x 的对数曲线，ε = 1/32。

Fig 4–1 Log-log plot of errors of the wave function (l2 norm) , the position densities (l1 norm), and current
densities (l1 norm) versus mesh sizes ∆x for ε = 1/32 in Example 4.1.

我们在表4–1和图4–1中看出，当 ∆x = O(ε) 时，使用足够的精细时间步长 ∆t = 10−6ε，随着

空间网格点的增加，波函数和物理观测值中的误差呈指数级降低，直到达到最小，这是由 NUFFT
算法中的误差所主导的。因此，如果 NUFFT 的误差可以忽略不计，我们已经确认了所提出的方法

可以实现空间的谱精度。

对于不同的 ε，使用足够精细的空间网格大小，∆x = 2π
32
ε，在表4–2中列出关于时间步长的收敛

关系，并将数字误差绘制在图4–2中。显然曲线表明，对于波函数和物理观察值，我们都有 ∆t 的二

阶收敛。这与我们在时间分裂中使用的 Strang 分裂一致。另外，从表4–2我们看到，即使 ∆t� ∆x

及 ∆t� ε，数值方法仍然是稳定的。这验证了全时间分裂谱方法的无条件稳定性。

另一个重要观察是通过检查表4–2的每一列，我们看到，对于固定的 ∆t，当 ε 减少时，波函数中

的误差成比例地增加，而物理观察中的误差几乎保持不变。特别地，我们观察到（例如，在表4–2的
第一列中），当 ∆t� ∆x 和 ∆t� ε 时，物理观测的准确性非常高。它证明我们可以采取 ε 独立的

时间步骤来捕获正确的物理观测值。如果我们只计算物理观察值，时间步长只需 O(1/ε)，如果需要

模拟波函数，步长就要 O(1/ε2)。

表 4–1 例4.1的空间误差。∆x = 2π
N
，∆t = 10−6ε，ε = 1/32。参考解由 TESP 得出，∆x = 2π

4096
和 ∆t = 10−6ε。

Table 4–1 Spatial errors computed with ∆x = 2π
N

and very fine time step ∆t = 10−6ε for ε = 1/32 in Example
4.1. Reference solution is obtained by TESP with ∆x = 2π

4096
and ∆t = 10−6ε.

N 8 16 32 64 128 256

Eu 1.4844E-01 2.0897E-01 5.4851E-02 1.1685E-04 2.2790E-08 2.2602E-08
En 1.2187 9.3894E-02 6.9707E-03 2.1646E-06 6.6955E-09 6.3930E-09
EI 4.8682E-02 3.8011E-02 4.5217E-03 1.4634E-06 4.3334E-10 4.4653E-10
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表 4–2 时间方向误差，∆x = 2π
32
ε，∆tj = 1

10×2j
, j = 1, . . . , 6。参考解由 TESP 得到。

Table 4–2 Temporal errors computed with ∆x = 2π
32
ε and different time steps ∆tj = 1

10×2j
, j = 1, . . . , 6 in

Example 4.1. Reference solution is obtained by TESP with ∆x = 2π
32
ε and ∆t = 10−6ε.

Eu ∆t1 ∆t2 ∆t3 ∆t4 ∆t5 ∆t6

ε = 1
16

1.1461E-05 2.8641E-06 7.1595E-07 1.7898E-07 4.4740E-08 1.1181E-08
ε = 1

32
1.2923E-05 3.2295E-06 8.0728E-07 2.0181E-07 5.0446E-08 1.2606E-08

ε = 1
64

2.0866E-05 5.2144E-06 1.3034E-06 3.2585E-07 8.1458E-08 2.0361E-08
ε = 1

128
3.9232E-05 9.8038E-06 2.4507E-06 6.1266E-07 1.5316E-07 3.8293E-08

ε = 1
256

7.7212E-05 1.9295E-05 4.8231E-06 1.2057E-06 3.0140E-07 7.5325E-08
En ∆t1 ∆t2 ∆t3 ∆t4 ∆t5 ∆t6

ε = 1
16

1.2604E-06 3.1537E-07 7.8930E-08 1.9808E-08 5.0278E-09 1.3343E-09
ε = 1

32
1.0910E-06 2.7306E-07 6.8388E-08 1.7209E-08 4.4144E-09 1.2172E-09

ε = 1
64

1.0466E-06 2.6205E-07 6.5737E-08 1.6647E-08 4.3745E-09 1.3086E-09
ε = 1

128
1.0356E-06 2.5952E-07 6.5318E-08 1.6756E-08 4.6157E-09 1.5836E-09

ε = 1
256

1.0338E-06 2.5990E-07 6.6230E-08 1.7801E-08 5.6972E-09 2.6858E-09
EI ∆t1 ∆t2 ∆t3 ∆t4 ∆t5 ∆t6

ε = 1
16

7.1615E-07 1.7901E-07 4.4738E-08 1.1171E-08 2.7788E-09 6.8085E-10
ε = 1

32
5.1362E-07 1.2839E-07 3.2084E-08 8.0066E-09 1.9871E-09 4.8226E-10

ε = 1
64

4.6330E-07 1.1581E-07 2.8932E-08 7.2115E-09 1.7815E-09 4.2398E-10
ε = 1

128
4.5076E-07 1.1267E-07 2.8138E-08 7.0051E-09 1.7219E-09 4.0109E-10

ε = 1
256

4.4759E-07 1.1183E-07 2.7889E-08 6.9018E-09 1.6551E-09 3.4344E-10
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图 4–2 例4.1的波函数（左）、位置密度（中）及电流密度（右）的误差在不同的 ε 下与时间步长 ∆t 的对数关系

Fig 4–2 Log-log plot of the errors of the wave function (left), the position densities (middle), and current densities
(right) versus time steps ∆t for different ε in Example 4.1.

例 4.2. 二维系统的模拟

在这个例子中，我们将新方法应用于在 [3] 中详细描述的基本 2D 模型。向量势为 A =
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1
2
(− cos(y), sin(x))T，标量势 V = 0。初始的波位于 (x0, y0) = (0.1,−0.02)，振荡为 O(ε)

u0(x, y) = e−20(x−x0)
2−20(y−y0)

2

ei sin(x) sin(y)/ε. (4–62)

计算区域为 [−π, π]× [−π, π]。这里我们对于不同的 ε = 1/16, 1/32, 1/64, 1/128 数值计算其密度，网

格 hx = hy = 2π
16
ε，时间步长 ∆t = 1/50。参考解是通过我们的方法以相同的网格大小获得的，但使用

非常精细的时间步长，即 ∆t = 1/100 ε。表4–3显示了不同的 ε 的波函数的空间误差和时间 T = 0.4

的位置密度。这里的位置密度误差不是针对累积函数计算的，而是位置密度本身。图4–3显示了对于

不同的 ε = 1/32, 1/64, 1/128（从上到下的行，每行对应于相同的 ε）在不同的时间 t = 0.4, 0.8， 
第二列和第四列是以非常精细 ∆t 计算的参考密度。表4–3和图4–3中显示的结果确认我们的方法可

以捕获具有较大时间步长的正确观察值，空间误差与我们的分析相符。

表 4–3 例4.2：对于不同的 ε，空间方向的误差。∆x = 2π
16
ε，∆t = 1/50。参考解的由非常小的时间步长 ∆t = ε/100

算出。

Table 4–3 Spatial errors computed with ∆x = 2π
16
ε and a fixed time step ∆t = 1/50 for different ε in Example

4.2. Reference solution is obtained with the same mesh size ∆x = 2π
16
ε and a fine time step ∆t = ε/100 .

ε 1/16 1/32 1/64 1/128

Eu 4.7093E-06 7.3482E-06 1.3777E-05 2.7109E-05
En 1.0472E-06 1.0528E-06 1.2366E-06 1.3789E-06

例 4.3. 三维系统的模拟

我们要研究的最后一个例子是一个 3D 模型，这是最具物理意义的，因为量子系统的大多数磁

效应发生在 3D 空间中，通常不能将其减小到较小维度的子空间。

值得指出的是，我们研究的模型(4–1)与 Pauli 方程高度相关，Pauli 方程描述了外部电磁场中

自旋半粒子的量子演化。在由向量势 A 和标量势 V (x) 描述的电磁场中，Pauli 方程为

iε∂tu
ε =

[1
2
(−iε∇−A)2 + V (x)

]
Iuε − 1

2
(σ · B)uε, (4–63)

其中 σ = (σx, σy, σz) 是 Pauli 矩阵，uε = (uε+, u
ε
−)

T 是双分量旋转波函数。这里，I 是作为运算符

的 2× 2 单位矩阵，B = ∇×A 是磁场。

iε∂tu
ε =

[1
2
(−iε∇−A)2 + V (x)

]
Iuε. (4–64)

然后，uε 可以解耦，每个分量的方程与 (4–1) 的形式相同。

在这个测试中，我们研究了具有恒定磁场的三维系统 B = B (0, 0, 1)T。向量势选择为 A =
B
2
(−y, x, 0)T。初始波函数为具有 O(ε) 振荡的双阱函数，即，

u0(x, y, z) = (e−20(x−x0)
2−20y2−20z2

+ e−20(x+x0)
2−20y2−20z2

)ei sin(y) sin(z)/ε, (4–65)

其中 x0 = 0.5。计算域为 [−4, 4]3。在这里，我们以网格大小 hx = hy = hz = 1
32

的数值计算 ε = 1/16

的密度演化，时间步长 ∆t = 1/40。

图4–4展示了在不同的时间呈现密度的等值面，n(x) = 10−4。

— 72 —



上海交通大学博士学位论文第四章 使用 NUFFT 的半拉格朗日时间算子分裂法在具有向量势的薛定谔方程的应用

t = 0.4

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

t = 0.4

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

t = 0.8

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

t = 0.8

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

t = 0.4

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

t = 0.4

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

t = 0.8

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

t = 0.8

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

t = 0.4

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

t = 0.4

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

t = 0.8

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

t = 0.8

x

y

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

图 4–3 例4.2：不同时刻 t = 0.4, 0.8、不同的 ε = 1/32, 1/64, 1/128（从上到下）密度的等值线图，其中第二、四列

为参考解。

Fig 4–3 Contour plot of the density computed with ∆t = 1/50 at different times t = 0.4, 0.8 for ε =

1/32, 1/64, 1/128 (rows from top to bottom) in Example 4.2, where the second and the forth columns are reference
solutions.

4.4 本章总结与展望

在本章中，我们提出并分析了具有向量势的半经典薛定谔方程的新的时间分裂谱方法，其中在

对流部分的半拉格朗日方法的插值步骤中应用 NUFFT 技术。我们分析了近似波函数和计算物理观

测值的方法的稳定性和准确性。并且通过大量一维和三维情况下的各种数值测试来验证分析结果。

电磁场的半经典薛定谔方程在理论和应用上都具有重要的意义，这个模型的研究为更复杂和重

要的量子力学模型提供了好的基础（例如，通过并入 Stern-Gerlach 项）。另外，如果要通过波函数

模拟带电粒子的量子态，那么可以通过将电流方程与泊松方程与麦克斯韦方程联立进行计算，将作

为未来的研究方向。
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图 4–4 例4.3：不同时刻的密度的等值面。n(x, y, z) = 10−4，ε = 1/16。

Fig 4–4 Isosurface of the density, n(x, y, z) = 10−4, at different times for ε = 1/16 in Example 4.3.
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第五章 带 Caputo 导数的分数阶守恒律方程的显示与隐式 TVD
算法

在本章中，我们将研究时间方向为 Caputo 导数的标量守恒定律的数值近似。控制方程是以下

分数阶时间导数的守恒律：

∂α
t u(x, t) + f(u(x, t))x = 0, x ∈ R, t > 0, (5–1)

u(x, t) 是密度或浓度函数，f(u) 是通量。方程的初值为：

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (5–2)

这里，当 α ∈ (0, 1) 时，∂α
t 为所谓的 Caputo 导数（分数阶导数）：

∂α
t u(t) = Cα

∫ t

0

(t− s)−α∂su(s)ds,

其中 Cα = 1/Γ(1− α)。当 α = 1 时，∂α
t u(t) 即为通常的导数 ∂tu(t)。

Caputo 导数最早在文献 [108] 中被引入，用于描述在具有记忆效应的多孔介质中的扩散。一些

之前的工作已经表明，Caputo 导数对等离子体传输的建模是有效的（参见 [109-110]），并且已经利

用分数函数来构建空间和时间中长距离或非局部相互作用的物理模型，参见例如 [111-112]。最近在

[113] 中，Allen，Caffarelli 和 Vasseur 证明了当有分数势能压力和分数时间导数时，该方程的弱解

是存在的并且是 Hölder 连续的。带有 Caputo 导数的标量守恒定律方程(5–1)描述了具有一般通量

函数和记忆效应的分布进行的时间演化，虽然相关的物理解释很清楚，但是对于这种方程并没有太

多的数学研究。

在数值近似方面，已经有很多数值方法被提出，对带有 Caputo 导数的 ODE 或扩散方程也进

行了大量分析，参见例如 [114-118]。其中大多数可以推广到分数阶时空平流扩散方程（参见 [119]），
对空间（分数阶）导数中进行了特殊处理。此外，对于分数时空对流–扩散方程的数值近似，已经有

一些值得研究的参考文献，参见 [120]。在不同的方程中的研究已经表明，Caputo 导数的相容的离

散将引入时间耗散，这有助于稳定数值格式。因此，至少对于线性方程，Caputo 导数不会在数值近

似中引起额外的挑战。在 [116] 中，Zhao，Sun 和 Karniadakis 提出了一种逼近粘性 Burgers 方程

的数值方法，但是由于他们将傅里叶配点法应用于空间离散化，所以得到的解在间断处出现了吉布

斯现象。据我们所知，这仍然是分数阶非线性守恒定律目前唯一的尝试。

在本章中，我们的目的是对带有 Caputo 导数的标量守恒律方程(5–1)构建显式和隐式迎风格式

并进行分析。我们提出了方程(5–1)的一阶和二阶格式，并且显示了在修改的 CFL 条件下，数值格

式是全变差下降的（total variation diminishing，TVD）。然而，由于修改的 CFL 条件当 α→ 0 时

过于严格，这使得显式格式对于小的 α 不可行。在此基础上，我们进一步设计了一种隐式的迎风格

式，并且证明了该格式的 ℓ1 范数递减，因此是 TVD 的。特别地，对于线性对流的情况，我们还表

明隐式格式也是能量稳定的，并满足熵条件。
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本章的其余部分概述如下。我们在本节的第二部分总结了带 Caputo 导数的标量守恒定律的一

些初步知识。在第 2 节中，我们简要总结了 Caputo 导数的近似值的现有结果。我们首先提出并展示

了第 3 节第一阶和第二阶明显逆风方案的稳定性分析，然后引入了一种隐性的逆风方案来避免 CFL
条件。我们在第 4 节进行各种数值测试，不仅要验证拟议方案的性质，还要通过进行一些设计的测

试来调查 Caputo 导数的解释。

5.1 基本知识和定义

在这部分中，我们首先介绍时间为分数阶导数的对流方程的 Mittag-Leffler 函数，并用 Caputo
导数讨论了非线性守恒律的弱解。我们考虑以含分数阶时间导数的方程

∂α
t u = −Au, u(x, 0) = g(x). (5–3)

A 是一个某个给定的算子。根据拉普拉斯变换，

Lu(s) := û(s) =

∫ ∞

0

e−stu(t)dt,

方程(5–3)变成

(sα +A)û = sα−1g.

由拉普拉斯逆变换

u(t) = Eα(−tαA)g, (5–4)

Eα(z) 是 Mittag-Leffler 函数

Eα(z) =
∞∑

n=0

zn

Γ(αn+ 1)
. (5–5)

如果令 A = −a∂x，其中 a 为常数，则相应的对流方程为，

∂α
t u+ a∂xu = 0, (5–6)

它的解可以写为

u(x, t) =
∞∑

n=0

∂n
xg

Γ(αn+ 1)
antαn. (5–7)

注意，当 α = 1 时，该方程即变成通常的标量守恒律方程以及它的解

u(x, t) = g(x+ at) =
∞∑

n=0

∂n
xg

n!
antn. (5–8)

然而，对于一般守恒定律(5–1)，由于非线性的通量使得解不能够显式表示，使用弱解更方便。我

们给出以下定义：

定义 5.1. u(x, t) 是方程(5–1)的弱解，如果 ∂α
t u ∈ L1

loc(R)，f(u) ∈ L1
loc(R) 及对于任何测试函数

ϕ ∈ D(R)，有 ∫
R
(∂α

t uϕ− f(u)∂xϕ) dx = 0. (5–9)
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人们可以很容易地验证弱解的概念是到经典解的推广：(5–1) 的每个经典解都是弱解。

然而，像标准守恒律一样，(5–1)的弱解可能不唯一。为了说明这点，我们考虑如下分数阶的

Burgers’ 方程

∂α
t u+ ∂x

(
1

2
u2
)

= 0, (5–10)

及初值

u(x, 0) =

1, x > 0,

−1, x < 0.
(5–11)

首先初值本身就是一个弱解，这意味着我们有一个静止的间断解（见图5–1左)

u(x, t) =

1, x > 0,

−1, x < 0.
(5–12)

我们来验证这个解满足弱解的定义。首先，我们有

∂α
t u ≡ 0 for ∀x 6= 0,

同时还有

f(u) =
1

2
u2 ≡ 1

2
for ∀x 6= 0.

根据定义5.1，对于每个 “测试” 函数 ϕ ∈ D(R)∫
R
(∂α

t uϕ− f(u)∂xϕ) dx = 0− 1

2

∫
R
ϕx dx = 0.

所以这是方程 (5–10) 的一个弱解。但是显然，这不是一个熵解，因为特征线从间断处向外移动。

为了构建另一个解，我们使用我们将在本章稍后介绍的数值方法，数值结果绘制在图5–1右侧，

t = 0.02 和 α = 0.8。我们看到，直观地，该解处在静态不连续解和标准稀疏解之间，这表现出了记

忆效应。

为了定义熵解，我们考虑了具有人工粘性的守恒律

∂α
t u+ ∂xf(u) = ε∂xxu. (5–13)

这里，ε > 0 是扩散系数，ε� 1。可以证明，(5–13) 的 Cauchy 问题具有满足最大原理的唯一一个

经典解 uε 。如果当 ε→ 0 时，序列 {uε} 收敛到函数 u，我们称 u 是方程 (5–1) 的熵解。

我们指出，通过构建一对函数，即凸熵函数和熵通量来定义熵解是完全有可能的，其粘性极限

的定义是等价的，但这将涉及到大量分析，并不是本章的重点。

5.2 Caputo 导数的数值逼近
虽然人们对标准的常微分方程的数值近似有了深入的了解，但是由于分数阶时间导数的常微分

方程（FODE）数值方法的严格分析会遇到额外的困难，因此对分数阶时间导数的 ODE（FODE）数

值方法的研究非常有限。但是最近人们对于这个研究领域的兴趣逐渐增加。
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图 5–1 弱解不唯一性。左：静态的间断解；右：实线为带记忆效应的稀疏解，虚线普通为 Burgers’ 方程的稀疏解。
Fig 5–1 Non-uniqueness of the solution. Left: the static discontinuous solution. Right: solid line is the rarefaction
solution with memory effect; dashed line is the rarefaction solution for the Burgers’ equation with the standard
time derivative.

Langlands 和 Henry[121] 考虑了具有分数阶时间导数的扩散方程，并为此方程引入了 L1 稳

定的数值格式。Sun 和 Wu[122] 为分数阶时间导数构造了一个 L1 近似的有限差分格式。Lin 和

Xu[115] 分析了分数阶扩散方程的时间离散化的有限差分格式，并证明了时间的收敛是 2−α 阶。Lv
和 Xu[123] 通过给出更准确的系数改进了误差估计。Zhao，Sun 和 Karniadakis[116] 导出了涉及异

常扩散和波传播的分数阶时间导数的两个二阶近似公式。Lin 和 Liu[124] 分析了线性多步法，证明

了该方法的稳定性和收敛性。Kumar 和 Agrawal[118] 提出了 FODE 的另一类数值方法，可以将其

化减为 Volterra 型积分方程。基于这种方法，Cao 和 Xu[117] 提出了一种构建 FODE 高阶数值方

案的一般技术。

在本章中，我们使用如下 Caputo 导数的数值逼近（见 [115]）。假设对于均匀的时间步长 τ，记

tn = nτ , n = 0, 1, 2, · · ·，u(tn) 的数值逼近记为 Un。为了构建一阶格式，假设

0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = t.

时间导数用向前差分逼近，即

∂α
t u(t

n+1) ≈ 1

Γ(1− α)

n∑
k=0

∫ tk+1

tk

Uk+1 − Uk

τ(tn+1 − s)α
ds

=
1

Γ(1− α)(1− α)

n∑
k=0

(n+ 1− k)1−α − (n− k)1−α

τα
(Uk+1 − Uk)

=
1

Γ(2− α)τα

(
Un+1 −

k∑
n=0

cn+1
k Uk

)
:= Dα

t U
n+1, (5–14)

其中

cn+1
k = 2(n+ 1− k)1−α − (n+ 2− k)1−α − (n− k)1−α, k = 1, · · · , n.
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cn+1
0 = (n+ 1)1−α − n1−α.

直接计算并注意到 y = x1−α 是单调递增的凹函数，有

n∑
k=0

cn+1
k = 1, cn+1

k > 0, k = 0, · · · , n. (5–15)

因此，正如标准时间导数可以给出瞬时变化率一样，从其数值近似，及(5–14)得出，Caputo 导数可

以被解释为从其历史值的凸组合中的量的变化率，并且系数 cn+1
k 表示出由于记忆效应引起的影响

的强度。历史的影响随着记忆效应的变弱而逐渐减小。

值得指出，对于固定的 α，

cn+1
n = 2− 21−α − 01−α = 2− 21−α,

独立于 n。因此，我们记 cn+1
n 为 c̃，它将是显式迎风格式的 CFL 中一个重要的量，将在后面予以

说明。

相容性误差由 Lv 和 Xu 在 [123] 中证明，如下述定理，

引理 5.1. 对于任意 α ∈ (0, 1)，这个格式的截断误差为，

∂α
t u(t

n) = Dα
t u(t

n) + rnτ , (5–16)

满足如下误差估计

|rkτ | ⩽ CM(u)τ 2−α, ∀k = 0, 1, · · · , n, (5–17)

C 独立于 u 和 τ，M(u) = max
t∈(0,tn]

|∂2
t u(t)|.

值得指出的是，本章的重点是用 Caputo 导数构建和分析守恒律的数值方法，所以我们选择使

用了一个常见的 Caputo 导数的数值近似。实际上，由于 Caputo 导数有许多较高阶的近似（参见，

例如 [116-117]），以下结果和提出的数值方法的时间精度可以很容易地改善。

5.3 数值方法和稳定性分析

在本节中，我们利用上一节介绍的 Caputo 导数的数值近似来设计 FODE 和守恒定律的数值格

式。我们专注于每个格式的稳定性条件，特别是它们与标准时间导数的模型不同之处。

5.3.1 FODE 模型的向后欧拉格式

考虑如下 ODE 模型

∂α
t u(t) = λu(t). (5–18)

λ 为复数 Re(λ) ⩽ 0，表示离散算子的特征值。

Caputo 导数的 ODE 模型的几个数值方案的稳定性分析已经在以前的一些文献中有所提及，见

[114-115,123,125-126]。然而，在这项工作中，由于我们的目标是设计非线性守恒律的全隐式格式，所
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以我们需要利用 ODE 模型的数值方法，其中时间离散化由后向微分公式（BDF）给出，而这个工

作尚未有人研究。因此，我们首先考虑这种 ODE 模型的向后欧拉方法。

Dα
t U

n+1 = λUn+1. (5–19)

两边同乘 ταΓ(2− α) 得到

(1− λταΓ(2− α))Un+1 =
n∑

k=0

cn+1
k Uk.

如果记 z = λταΓ(2− α)，格式对应的稳定多项式 π(ξ; z)

π(ξ; z) = (1− z) ξn+1 −
n∑

k=0

cn+1
k ξk.

下面考虑两种情况，即当 λ 6= 0 和当 λ = 0 时，

当 λ 6= 0 时，Re(z) ⩽ 0，z 6= 0，可以得到 |1− z| > 1. 假设 ξ0 及 |ξ0| ⩾ 1 是 π(ξ; z) 的根，对

于 k ⩽ n 有，

|ξk0 | ⩽ |ξ0|k ⩽ |ξn+1
0 |.

可以得到

|(1− z)ξn+1
0 | = |1− z||ξ0|n+1 = |

n∑
k=0

cn+1
k ξk0 |

⩽
n∑

k=0

cn+1
k |ξ0|k ⩽

(
n∑

k=0

cn+1
k

)
|ξ0|n+1 = |ξ0|n+1,

矛盾。这说明，稳定多项式只有模小于 1 的根，即格式是绝对稳定的。

当 λ = 0 时，那么 z = 0，并且稳定性分析简化到时间离散化的零稳定性。如果稳定性多项式

的根的模严格地大于 1，那么上面的分析仍然成立，并且可以证明没有这样的根存在。

如果多项式的根的模恰好是 1，可以假设根为 ξ0 = eiθ。如果 θ = 0，那么 ξ0 = 1，我们有

π(1; 0) = 1n+1 −
n∑

k=0

cn+1
k = 0.

计算
dπ(ξ; 0)

dξ
= (n+ 1)ξn −

n∑
k=0

cn+1
k kξk−1.

注意，系数 {cn+1
k }nk=0 满足条件(5–15)，因此∣∣∣∣∣

n∑
k=0

cn+1
k k

∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

cn+1
k n

∣∣∣∣∣ = n.

由此推出
dπ(1; 0)

dξ
= (n+ 1)−

n∑
k=0

ckk > n+ 1− n = 1 6= 0.
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所以 1 不是稳定性多项式的重根。

如果 θ 6= 0，我们得到如下方程，

ei(n+1)θ =
n∑

k=0

cn+1
k eikθ.

两边同时除以 ei(n+1)θ，

1 =

n∑
k=0

cn+1
k ei(k−1−n)θ.

由于 θ 6= 0，至少有一个 ei(k−1−n)θ 不是实值。因此，上述方程的右边是 n + 1 单位复数的凸组合。

所以，我们得出结论，右边的和不可能超过 1。因此，eiθ with θ 6= 0 不是稳定多项式的根。

最后我们得出，当 Re(λ) ⩽ 0，ODE 模型的向后欧拉格式是无条件稳定的。换句话说，我们已

经证明

定理 5.2. 对于 ODE 模型(5–18)的向后欧拉方法(5–19)是 A-稳定的。

这个结果与对于 ODE 和抛物线方程的 [115] 的稳定性结果是一致的，这并不是令人惊讶，因为

分数阶时间导数在相当于在时间上增加了耗散量 [115-116]。然而，分数阶时间导数的双曲线问题的

稳定性分析还是公开的问题，在下一节中，我们主要关注标量守恒律。

为了提供一些对后向欧拉方法(5–19)的稳定性区域的直观了解，我们使用线性多步法的边界轨

迹法来数值绘制不同的 α 和 n 的 z 变量的复平面边界点。如图5–2所示，稳定区域是封闭曲线的外

部。我们观察到，稳定区域不仅取决于 α，而且还取决于与记忆效应长度成比例的 n。作为 n→ ∞，

我们看到边界渐近地接近某个极限曲线。
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图 5–2 左：α = 0.8，n = 10, 50, 100 的绝对稳定区域。右：α = 0.4，n = 10, 50, 100 的绝对稳定区域。参考：普通

导数的向后欧拉方法的稳定区域。

Fig 5–2 Left: Absolute stability zone for α = 0.8, n = 10, 50, 100. Right: Absolute stability zone for α = 0.4,
n = 10, 50, 100. Reference: backward Euler for the standard derivative.
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请注意，我们的稳定区域包括虚轴 Re�λ� = 0，这与使用标准时间导数的向后欧拉方法是一样

的，因此它可以应用双曲型方程。虽然，对于标准时间导数的双曲型问题，通常优先选择显式方法，

我们将看到 Caputo 时间导数在稳定性中引起额外的约束，这促使我们为(5–1)设计隐式格式。

5.3.2 标量守恒律方程的显示迎风格式

5.3.2.1 一阶格式

考虑一维的守恒律方程

∂α
t u+ (f(u))x = 0, (5–20)

通量可以分解为

f = f+ + f−, (f+)′ ⩾ 0, (f−)′ ⩽ 0. (5–21)

我们做这个假设来简化我们的分析。注意，在设计这种数值方案时，通量分解不是必不可少的。读者

可以参考 [127-128] 关于这个问题的一般性讨论。不失一般性，通量函数 f(u) 可能是非线性的。但

是显然，当 f = au 时，它也包括线性对流的情况。

再次，我们假设均匀的时间步长 τ，并且记 tn = nτ，n = 0, 1, 2� · · ·。此外，在计算域 [a�b]，我

们假设均匀的空间网格 xj = a+ jh，对于 j = 0, 1� · · · �M，其中空间网格大小 h = b−a
M

。我们用 Uk
j

表示 u
(
x = xj , t = tk

)
的数值近似值。然后，非线性守恒律的一阶迎风法格式为，

Dα
t U

n+1
j +

1

h

(
f+(Un

j )− f+(Un
j−1)

)
+

1

h

(
f−(Un

j+1)− f−(Un
j )
)
= 0. (5–22)

如果记

λ+,n
j =

a+,n
j ταΓ(2− α)

h
, λ−,n

j =
a−,n
j ταΓ(2− α)

h
,

对于在 Un
j−1 和 Un

j 中的 ξnj 以在 Un
j and Un

j+1 中的 ηnj ，有

a+,n
j =

f+(Un
j )− f+(Un

j−1)

Un
j − Un

j−1

= (f+)′(ξnj ) ⩾ 0,

a−,n
j =

f−(Un
j+1)− f−(Un

j )

Un
j+1 − Un

j

= (f−)′(ηnj ) ⩽ 0,

数值格式可以写为

Un+1
j = (c̃− λ+,n

j + λ−,n
j )Un

j + λ+,n
j Un

j−1 − λ−,n
j Un

j+1 +
n−1∑
k=0

cn+1
k Uk

j . (5–23)

据此，我们给出如下的 CFL 条件

ταΓ(2− α)

h

(
max |(f+)′|+ max |(f−)′|

)
⩽ c̃. (5–24)

我们观察到，CFL 条件基本上与使用标准时间导数的守恒定律一致，除了时间步长 τ 获得由 Caputo
导数产生的指数 α。

由 CFL 条件，有

c̃− λ+,n
j + λ−,n

j ⩾ 0.
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容易得出最大值原理，∀n ∈ N+

max
j

|Un
j | ⩽ max

j
|U0

j |.

也可以证明在 CFL 条件(5–24)下方法是 TVD 的。事实上，可以将(5–23)写作

Un+1
j = c̃Un

j − δf+(Un
j ) + δf+(Un

j ) + δf+(Un
j−1)− δf+(Un

j+1) +
n−1∑
k=0

cn+1
k Uk

j , (5–25)

其中 δ = ταΓ(2−α)
h

。考虑满足同一个差分方程的另外一个解 V n
j ，

V n+1
j = c̃V n

j − δf+(V n
j ) + δf+(V n

j ) + δf+(V n
j−1)− δf+(V n

j+1) +
n−1∑
k=0

cn+1
k V k

j . (5–26)

两式相减

Un+1
j − V n+1

j = c̃
(
Un

j − V n
j

)
− δ

(
f+(Un

j )− f+(V n
j )
)
+ δ

(
f−(Un

j )− f−(V n
j )
)

+ δ
(
f+(Un

j−1)− f+(V n
j−1)

)
− δ

(
f−(Un

j+1)− f−(V n
j+1)

)
+

n−1∑
k=0

cn+1
k

(
Uk

j − V k
j

)
.

根据均值理论

Un+1
j − V n+1

j =
(
c̃− δ(f+)′(ξ+j ) + δ(f−)′(ξ−j )

) (
Un

j − V n
j

)
+ δ(f+)′(ξ+j−1)

(
Un

j−1 − V n
j−1

)
− δ(f−)′(ξ−j+1)

(
Un

j+1 − V n
j+1

)
+

n−1∑
k=0

cn+1
k

(
Uk

j − V k
j

)
,

其中 ξ+j 和 ξ−j 为 Un
j 和 V n

j 之间的数。注意当满足 CFL 条件(5–24)时

c̃− δ(f+)′(ξ+j ) + δ(f−)′(ξ−j ) ⩾ 0,

根据三角不等式∣∣Un+1
j − V n+1

j

∣∣ = (c̃− δ(f+)′(ξ+j ) + δ(f−)′(ξ−j )
) ∣∣Un

j − V n
j

∣∣+ δ(f+)′(ξ+j−1)
∣∣Un

j−1 − V n
j−1

∣∣
− δ(f−)′(ξ−j+1)

∣∣Un
j+1 − V n

j+1

∣∣+ n−1∑
k=0

cn+1
k

∣∣Uk
j − V k

j

∣∣ .
对 j 求和 ∑

j

∣∣Un+1
j − V n+1

j

∣∣ ⩽ n∑
k=0

cn+1
k

∑
j

∣∣Uk
j − V k

j

∣∣ .
这里，通量项都消掉了，由归纳法，

‖Un − V n‖ℓ1 ⩽ ‖U0 − V 0‖ℓ1 ,

即，我们证明了如下定理

定理 5.3. 当满足 CFL 条件(5–24)时，方程(5–1)的一阶迎风格式(5–22)是 ℓ1 递减的。
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作为一个直接的推论，如果取 V n
j 为 Un

j+1，得到对于 n ∈ N+,

TV [Un] ⩽ TV
[
U0
]
,

其中 TV [Un] =
∑

j |Un
j+1 − Un

j |。也就是

推论 5.4. 当满足 CFL 条件(5–24)时，方程(5–1)的一阶迎风格式(5–22)是 TVD 的。

5.3.2.2 MUSCL 格式

为了构造一个空间方向二阶的格式，正负通量可用分段线性函数逼近

f±,n(x) = f±,n
j + s±,n

j (x− xj), xj− 1
2
< x < xj+ 1

2
,

其中记 f±,n
j = f±,n(Un

j )。斜率函数由通量限制器定义

s±,n
j =

f±,n
j − f±,n

j−1

h
ϕ0

(
f±,n
j+1 − f±,n

j

f±,n
j − f±,n

j−1

)
.

本章中我们仅考虑 minmod 限制器

ϕ0(θ) = max(0,min(1, θ)),

或 Van Leer 限制器

ϕ0(θ) =
|θ|+ θ

1 + θ
.

注意，这两种限制器都是对称的，即 aϕ0(b/a) = bϕ0(a/b)。二阶通量分裂格式为

Dα
t U

n+1
j +

1

h

(
f+,n(xj+ 1

2
−)− f+,n(xj− 1

2
−)
)
+

1

h

(
f−,n(xj+ 1

2
+)− f−,n(xj− 1

2
+)
)
= 0.

或等价的

Dα
t U

n+1
j + ψ+,n

j

f+,n
j − f+,n

j−1

h
+ ψ−,n

j

f−,n
j+1 − f−,n

j

h
= 0.

系数

ψ+,n
j = 1 +

1

2
ϕ0

(
f+,n
j+1 − f+,n

j

f+,n
j − f+,n

j−1

)
− 1

2
ϕ0

(
f+,n
j−1 − f+,n

j−2

f+,n
j − f+,n

j−1

)
,

ψ−,n
j = 1 +

1

2
ϕ0

(
f−,n
j+2 − f−,n

j+1

f−,n
j+1 − f−,n

j

)
− 1

2
ϕ0

(
f−,n
j − f−,n

j−1

f−,n
j+1 − f−,n

j

)
.

同样的，可以对于 f+ 和 f− 应用均值理论。非线性守恒律的二阶通量分裂格式可以改写为(5–23)的
形式，其中

a+,n
j = ψ+,n

j (f+)′(ξnj ), a−,n
j = ψ−,n

j (f−)′(ηnj ).

因为限制器满足

0 ⩽ ϕ0(θ)

θ
⩽ 2, 0 ⩽ ϕ0(θ) ⩽ 2,
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所以系数 ψ±,n
j ∈ [0, 2]，这表明 ±a±,n

j 是非负的。同理，可以提出如下 CFL 条件

2
ταΓ(2− α)

h

(
max |(f+)′|+ max |(f−)′|

)
⩽ c̃. (5–27)

显然，在上述条件下，(5–23)右侧的系数都是非负的。因此，我们可以通过类似于一阶情况的论证来

得出 TVD 和稳定性。

我们观察到，对于显式的格式，尽管由于 Caputo 导数，稳定性约束只改变为 τα = O(h)，但

在实践中，这使得这些方法不可行。例如，当 α = 1
2

时，该约束已经像抛物型方程的显式方法一样

受到限制。而当 α→ 0 时，时间步长的选择由 CFL 条件可以知是非常非常小的。

5.3.3 标量守恒律方程的隐式格式

5.3.3.1 稳定性分析

正如我们在上一节中所看到的，尽管我们能够得到标量守恒定律的修正 CFL 条件，但稳定性约

束意味着时间步长 ∆t 是空间网格大小 ∆x 的较高阶量级。因此，我们需要分析方程(5–20)的隐式

迎风方案，其中通量函数 f 满足条件(5–21)，由

Dα
t U

n+1
j +

1

h

(
f+(Un+1

j−1 )− f+(Un+1
j−2 )

)
+

1

h

(
f−(Un+1

j+1 )− f−(Un+1
j )

)
= 0. (5–28)

我们引入类似的记号来重写格式

λ+,n
j =

a+,n
j ταΓ(2− α)

h
, λ−,n

j =
a−,n
j ταΓ(2− α)

h
,

对于某些 Un+1
j−1 和 Un+1

j 之间的 ξn+1
j ，Un+1

j 和 Un+1
j+1 之间的某些 ηn+1

j ，有

a+,n+1
j =

f+(Un+1
j )− f+(Un+1

j−1 )

Un+1
j − Un+1

j−1

= (f+)′(ξn+1
j ) ⩾ 0,

a−,n+1
j =

f−(Un+1
j+1 )− f−(Un+1

j )

Un+1
j+1 − Un+1

j

= (f−)′(ηn+1
j ) ⩽ 0,

格式重写为

Un+1
j −

n∑
k=0

cn+1
k Uk

j = −λ+,n+1
j

(
Un+1

j − Un+1
j−1

)
− λ−,n+1

j

(
Un+1

j+1 − Un+1
j

)
. (5–29)

现在我们来证明下述定理

定理 5.5. 守恒律方程(5–1) 的隐式迎风格式(5–28)为无条件 ℓ1 递减的。

证明. 重写(5–29)

Un+1
j −

n∑
k=0

cn+1
k Uk

j = −δ
(
f+(Un+1

j−1 )− f+(Un+1
j−2 )

)
− δ

(
f−(Un+1

j+1 )− f−(Un+1
j )

)
. (5–30)

注意 δ = τα

h
。设 V n

j 是同一个方程相同数值格式的解，

V n+1
j −

n∑
k=0

cn+1
k V k

j = −δ
(
f+(V n+1

j−1 )− f+(V n+1
j−2 )

)
− δ

(
f−(V n+1

j+1 )− f−(V n+1
j )

)
. (5–31)
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两式相减，应用均值理论

Un+1
j − V n+1

j + δ(f+)′(ξ+j )
(
Un+1

j − V n+1
j

)
− δ(f−)′(ξ−j )

(
Un+1

j − V n+1
j

)
=

n∑
k=0

cn+1
k

(
Uk

j − V k
j

)
− δ(f−)′(ξ−j−1)

(
Un+1

j+1 − V n+1
j+1

)
− δ(f+)′(ξ+j−1)

(
Un+1

j−1 − V n+1
j−1

)
,

ξ+j 和 ξ−j 是 Un+1
j 和 V n+1

j 之间的数。

两边同乘 Sgn
(
Un+1

j − V n+1
j

)
，对 j 求和，得到

L.H.S. =
∑
j

∣∣Un+1
j − V n+1

j

∣∣+∑
j

δ(f+)′(ξ+j )
∣∣Un+1

j − V n+1
j

∣∣−∑
j

δ(f−)′(ξ−j )
(
Un+1

j − V n+1
j

)
=
∑
j

∣∣Un+1
j − V n+1

j

∣∣+ δ
∑
j

(∣∣δ(f+)′(ξ+j )
(
Un+1

j − V n+1
j

)∣∣+ ∣∣(f−)′(ξ−j )
(
Un+1

j − V n+1
j

)∣∣)
=
∑
j

∣∣Un+1
j − V n+1

j

∣∣+ δ
∑
j

[∣∣f+
(
Un+1

j

)
− f+

(
V n+1
j

)∣∣+ ∣∣f− (Un+1
j

)
− f+

(
V n+1
j

)∣∣] .
右端由三角不等式，

R.H.S. ⩽
∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

∣∣Uk
j − V k

j

∣∣+ δ
∑
j

(∣∣(f+)′(ξ+j−1)
(
Un+1

j−1 − V n+1
j−1

)∣∣+ ∣∣(f−)′(ξ−j+1)
(
Un+1

j+1 − V n+1
j+1

)∣∣)
=
∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

∣∣Uk
j − V k

j

∣∣+ δ
∑
j

[∣∣f+
(
Un+1

j

)
− f+

(
V n+1
j

)∣∣+ ∣∣f− (Un+1
j

)
− f+

(
V n+1
j

)∣∣] .
得到 ∑

j

∣∣Un+1
j − V n+1

j

∣∣ ⩽∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

∣∣Uk
j − V k

j

∣∣ .
根据归纳法，

‖Un − V n‖ℓ1 ⩽ ‖U0 − V 0‖ℓ1 ,

即隐式迎风格式是 ℓ1 递减的。

类似于之前的情况，我们有

推论 5.6. 守恒律方程(5–1) 的隐式迎风格式(5–28) 是无条件 VD 的。

5.3.3.2 能量估计和熵解

为了进一步研究近似 Caputo 导数时引入的数值耗散，我们应用以下能量法，并且证明隐式迎

风方法对于线性对流方程，即 f = au 无条件地为 l2 稳定。为了简单起见，我们取 a > 0，那么右

边的(5–29)化为

R.H.S. = −λ
(
Un+1

j − Un+1
j−1

)
,

其中 λ = aταΓ(2− α)/h。

— 86 —



上海交通大学博士学位论文 第五章 带 Caputo 导数的分数阶守恒律方程的显示与隐式 TVD 算法

(5–29)两边乘 Un+1
j ，对 j 求和，得到

L.H.S. =
∑
j

Un+1
j

(
Un+1

j −
n∑

k=0

cn+1
k Uk

j

)

=
∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

[(
Un+1

j

)2 − Un+1
j Uk

j

]
=

1

2

∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

[(
Un+1

j

)2
+
(
Un+1

j − Uk
j

)2 − (Uk
j

)2]
=

1

2

∑
j

(
Un+1

j

)2
+

1

2

∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

(
Un+1

j − Uk
j

)2 − 1

2

∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

(
Uk

j

)2
=

1

2
‖Un+1‖2l2 −

1

2

n∑
k=0

cn+1
k ‖Uk‖2l2 +

1

2

∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

(
Un+1

j − Uk
j

)2
.

和

R.H.S. =
∑
j

−λUn+1
j

(
Un+1

j − Un+1
j−1

)
= −λ

2

∑
j

[(
Un+1

j

)2 − 2Un+1
j Un+1

j−1 +
(
Un+1

j−1

)2]
= −λ

2

∑
j

(
Un+1

j − Un+1
j−1

)2
.

因此得到

‖Un+1‖2l2 +
∑
j

n∑
k=0

cn+1
k

(
Un+1

j − Uk
j

)2
+ λ

∑
j

(
Un+1

j − Un+1
j−1

)2
=

n∑
k=0

cn+1
k ‖Uk‖2l2 .

根据归纳法，可以容易的证明对于 n ∈ N+, ‖Un‖2l2 ⩽ ‖U0‖2l2，所以我们有如下估计，

‖Un‖2l2 +
∑
j

n−1∑
k=0

cnk
(
Un

j − Uk
j

)2
+ λ

∑
j

(
Un

j − Un
j−1

)2 ⩽ ‖U0‖2l2 .

左边的第二项对应于分数时间导数的阻尼效应，左侧的第三项对应于逆风方法的数值耗散。

最后，我们要验证，隐式迎风方法也满足线性对流方程的熵条件。假设 η(u) 是一个凸熵函数，

ψ(u) 是其熵通量函数。对于线性对流方程，我们有 ψ(u) = aη(u)。在不失一般性的情况下，我们取

a > 0，并以下列方式重写隐式迎风方格式：

Un+1
j + λUn+1

j =
n∑

k=0

cn+1
k Uk

j + λUn+1
j−1 ,

其中 λ = aτα/(hCα)。两边同除 1 + λ，

Un+1
j =

n∑
k=0

cn+1
k

1 + λ
Uk

j +
λ

1 + λ
Un+1

j−1 .
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显然，右端为一个凸组合
n∑

k=0

cn+1
k + λ = 1 + λ, cn+1

k > 0.

熵函数的凸性表明

η
(
Un+1

j

)
= η

(
n∑

k=0

cn+1
k

1 + λ
Uk

j +
λ

1 + λ
Un+1

j−1

)
⩽

n∑
k=0

cn+1
k

1 + λ
η
(
Uk

j

)
+

λ

1 + λ
η
(
Un+1

j−1

)
.

对 j 求和并记 η(Un) =
∑

j η(U
N
j )，得到

η
(
Un+1

)
⩽

n∑
k=0

cn+1
k η

(
Uk
)
.

根据归纳法

η
(
Un+1

)
⩽ η

(
U0
)
,

说明离散的熵是不减的。

对于具有 Caputo 导数的一般的守恒律，可以证明类似的结果。然而，Caputo 导数的熵解与守

恒定律的分析方面尚未完全了解。因此，我们将把相关的数值分析作为未来可能的方向之一。但在

这项工作中，我们将进行各种数值测试。

5.4 数值例子

5.4.1 显式格式的例子

首先我们给出标量对流方程的一阶、二阶显式格式的例子，考虑如下方程：

∂α
t u+ ∂xu = 0, (5–32)

及不连续的初值

u(x, 0) =

2, if x < 0,

1, if x ≥ 0.
(5–33)

5.4.1.1 一阶格式的收敛性和稳定性测试

收敛性测试中，我们固定 ∆t = 0.0001 并计算在 T = 0.2 时的解。参考解是用非常细的网格

∆x = 0.001 盒 ∆t = 0.0001 得到的。误差使用 ℓ1 来衡量：

error = ‖u(xj , T )− uref‖ℓ1 . (5–34)

作为比较，分别令 α = 0.8 及 α = 0.9。结果显示在图5–3中：从 log-log 图中可以看出这是一个一阶

格式。

对于稳定性测试，我们将固定 ∆x = 0.01，并且让 ∆t 从小到大增加，我们显示出使得我们的格

式发散的 ∆t 的临界值，在图5–4中。该结果与满足 CFL 条件(5–24)的最大 ∆t 计算结果进行比较。

我们观察到，我们得出的稳定性条件基本上是很准确的。

我们观察到，当使用显式方法时，对 ∆t 的约束是非常严格的，这使得计算非常耗时。特别地，

稳定性条件非常受限于 α→ 0，在应用中非常受限。
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图 5–3 收敛性测试表明为 ∆x 的一阶收敛。

Fig 5–3 Convergence test shows it is a first order scheme in ∆x.
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图 5–4 稳定性条件的测试。(a) α = 0.7. 上：当 ∆t = 0.0008 时格式收敛。下: 当 ∆t = 0.00135 时格式发散。(b)
α = 0.8。上：当 ∆t = 0.002 时格式收敛。下：当 ∆t = 0.0035 时格式发散。(c) α = 0.9。上：当 ∆t = 0.005 时格

式收敛。下：当 ∆t = 0.0065 时格式发散。

Fig 5–4 The stability condition test. (a) α = 0.7. Up: scheme converges when ∆t = 0.0008. Below: scheme
diverges when ∆t = 0.00135. (b) α = 0.8. Up: scheme converges when ∆t = 0.002. Below: scheme diverges when
∆t = 0.0035. (c) α = 0.9. Up: scheme converges when ∆t = 0.005. Below: scheme diverges when ∆t = 0.0065.
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5.4.1.2 二阶格式的收敛性和稳定性测试

在这一部分我们基本上重复了我们在一阶格式中进行的数值测试。对于收敛测试，我们仍然固

定 ∆t = 0.0001，并在时间 T = 0.2 计算解。由于限制器的使用，MUSCL 方案的准确性可能会降到

局部一阶。为了简单起见，我们选择使用连续的初始条件进行精度测试，

u(x, 0) = e−10x2

+ 1 (5–35)

从 log-log 图5–5中可以看出这是一个二阶格式。
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图 5–5 收敛性测试表明为 ∆x 的二阶收敛。

Fig 5–5 Convergence test shows it is a second order scheme in ∆x.

稳定性测试如同前一节一样，结果显示在图5–6中。同样的可以看到对 ∆t 的强约束是的计算非

常低效。

总结本节，我们指出，我们对 Burgers’ 方程进行了相同的测试，并得到了类似的结果，将在本

章中略去。

5.4.2 隐式格式的例子

在上一节中，我们说明了对于小的 α 使用显式方案几乎是不可行的。由于 CFL 条件的限制，一

个显式格式是非常低效的，特别是当 α → 0。这促使我们改用隐式格式。通过使用隐式格式，我们

可以进行更多的数值测试，以对 Caputo 导数的守恒律作更多地了解。
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图 5–6 稳定性条件的测试。(a) α = 0.7. 上：当 ∆t = 0.0003 时格式收敛。下: 当 ∆t = 0.0014 时格式发散。(b)
α = 0.8。上：当 ∆t = 0.0009 时格式收敛。下：当 ∆t = 0.0033 时格式发散。(c) α = 0.9。上：当 ∆t = 0.002 时

格式收敛。下：当 ∆t = 0.0065 时格式发散。

Fig 5–6 The stability condition test. (a) α = 0.7. Up: scheme converges when ∆t = 0.0003. Below: scheme
diverges when ∆t = 0.0014. (b) α = 0.8. Up: scheme converges when ∆t = 0.0009. Below: scheme diverges when
∆t = 0.0033. (c) α = 0.9. Up: scheme converges when ∆t = 0.002. Below: scheme diverges when ∆t = 0.0065.

5.4.2.1 隐式格式的收敛性

在本小节中，我们将测试隐性迎风格式的收敛性。标量对流方程的所有参数与上一节相同。我们

仍然固定 ∆x = 0.01，由于我们预计这个格式是无条件稳定的，所以我们选择 α = 0.2，这是我们在

显式的情况下做不到的。对于稳定性测试，我们选择 ∆t = 0.01, 0.02, 0.04, 0.06, 0.08，这是 O(∆x)，

如图5–7所示。对于收敛测试，我们现在可以固定 ∆t = 0.01，这得益于无条件稳定的特征，并且观

察到空间中的一阶收敛（见图5–7 右）。

无条件稳定的特性也使我们解非线性的守恒律方程，这里我们测试带 Caputo 导数的 Burges’
方程： ∂α

t u+ u∂xu = 0,

u(x, 0) = − sin(πx).
(5–36)

对于固定的 α = 0.2, 0.5, 0.8。和前面一样，稳定性测试我们固定 ∆x = 0.01，让 ∆t 增加；收敛性测

试我们固定 ∆t = 0.01，让 ∆x 增加。结果显示在图5–8。在稳定性测试中，数值误差正比于 ∆t 的

减少知道空间误差占主要地位，这解释了对于小的 ∆t 较平的误差曲线。

5.4.2.2 数值实验：理解记忆效应

我们可以看出，由于隐式格式对于使用 Caputo 导数的守恒定律是有效和稳定的，我们将使用

该格式来研究这些方程。将在本节中给出几个测试。

首先，我们分别用对流方程和 Burgers’ 方程显示在不同的 α 下的解。在图5–9（左）中，我们
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图 5–7 对于不同的 α 的线性对流方程的隐式迎风格式。左：稳定性测试；右：关于 ∆x 的收敛性测试。

Fig 5–7 Implicit upwind scheme for the linear advection equation with different α. Left: stability test. Right:
convergence test in ∆x.
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图 5–8 Burgers’ 方程的隐式迎风格式。左：稳定性测试；右：关于 ∆x 的收敛性测试。

Fig 5–8 Implicit upwind scheme for the Burgers’ equation. Left: stability test. Right: convergence test in ∆x.
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观察到间断的解表现的收敛行为，当 α → 1 时，最终收敛于当 α = 1 时标准对流方程的解，对于

Burgers’ 方程，同样的行为如图5–9（右）所示。
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图 5–9 由隐式迎风格式计算的不同的 α 的解，T = 0.2，a = 1，∆t = ∆x = 0.01。左：线性对流方程；右：Burgers
方程。

Fig 5–9 Solutions at T = 0.2 with different α, a = 1, ∆t = ∆x = 0.01, by the implicit upwind method. Left:
linear advection equation. Right: Burgers’ equation

接下来考虑不均匀的记忆效应，即 α 依赖于 x 和 t。在线性对流的情况，考虑

α(x, λ) = 1− λ exp(−30x2 − 7000× (0.5)12), (5–37)

初值为

u(x, 0) =

0.5 cos(π(2x+ 4)) + 0.5, x ∈ [−1.5,−0.5]

0, 其他
(5–38)

在图5–10，图5–11，图5–12中，展示了不同 α(x, t) 下的解。观察到由记忆效应导致的垂直方向的压

缩和水平方向的扩展。
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图 5–10 左：数值解（绿线）在 T = 1 及 λ = 0.5（虚线）和精确解在 T = 1，α = 1（蓝线）。右：数值解（绿线）

在 T = 1.5 及 λ = 0.5（虚线）和精确解在 T = 1.5，α = 1（蓝线）。虚线为对于相应的 λ 下的 α(x, λ)。

Fig 5–10 Left: solution (green line) at T = 1 with λ = 0.5 (dash line) and exact solution with T = 1, α = 1 (blue
line). Right: solution (green line) at T = 1.5 with λ = 0.5 (dash line) and exact solution with T = 1.5, α = 1

(blue line). Dash line is α(x, λ) with corresponding λs.
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图 5–11 左：数值解（绿线）在 T = 1 及 λ = 2.4（虚线）和精确解在 T = 1，α = 1（蓝线）。右：数值解（绿线）

在 T = 1.5 及 λ = 2.4（虚线）和精确解在 T = 1.5，α = 1（蓝线）。虚线为对于相应的 λ 下的 α(x, λ)。

Fig 5–11 Left: solution (green line) at T = 1 with λ = 2.4 (dash line) and exact solution with T = 1, α = 1 (blue
line). Right: solution (green line) at T = 1.5 with λ = 2.4 (dash line) and exact solution with T = 1.5, α = 1

(blue line). Dash line is α(x, λ) with corresponding λs.
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图 5–12 左：数值解（绿线）在 T = 1 及 λ = 5.3（虚线）和精确解在 T = 1，α = 1（蓝线）。右：数值解（绿线）

在 T = 1.5 及 λ = 5.3（虚线）和精确解在 T = 1.5，α = 1（蓝线）。虚线为对于相应的 λ 下的 α(x, λ)。

Fig 5–12 Left: solution (green line) at T = 1 with λ = 5.3 (dash line) and exact solution with T = 1, α = 1 (blue
line). Right: solution (green line) at T = 1.5 with λ = 5.3 (dash line) and exact solution with T = 1.5, α = 1

(blue line). Dash line is α(x, λ) with corresponding λs.

最后我们考虑 Burgers’ 方程 (5–36)，其中 α1(x, t) = 1 − 0.9 exp(−8|x| − 7000(t − 0.8)12) 及

α2(x, t) = 1，这个例子和 Karniadakis 的文章 [129] 中的一样。然而，它们文章中得到的解受到 Gibbs
现象的破坏，这是由于它们在间断处使用了伪谱方法。这里，我们的结果是没有数值振荡的，同时

也观察到了压缩效应，见图5–13和图5–14。
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图 5–13 左：数值解（实线）在 T = 0.5 及 α = α1(x, t) (虚线)，∆t = ∆x = 0.01。右：数值解（实线）在 T = 0.5

及 α = 1，∆t = ∆x = 0.01。由隐式迎风格式得到。

Fig 5–13 Left: solution (solid line) at T = 0.5 with α = α1(x, t) (dash line), ∆t = ∆x = 0.01. Right: solution
(solid line) at T = 0.5 with α = 1, ∆t = ∆x = 0.01 by using the implicit upwind method with fast sweeping
method [130].
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图 5–14 左：数值解（实线）在 T = 0.5 及 α = α1(x, t) (虚线)，∆t = ∆x = 0.01。右：数值解（实线）在 T = 0.5

及 α = 1，∆t = ∆x = 0.01。由隐式迎风格式得到。

Fig 5–14 Solution (green solid line) at T = 0.5 with α = α1(x, t) and solution (blue dash line) at T = 0.5 with
α = 1, ∆t = ∆x = 0.01 by using the implicit upwind method with fast sweeping method [130].

5.5 本章总结与展望

本章中，我们考虑了带有 Caputo（分数阶）时间导数的守恒律方程，提出了相应的一阶、二阶显

式、隐式迎风格式，对于稳定性和 TVD 特性进行了分析。我们通过大量的数值实验，包括 Burgers
方程等来说明我们的格式的可行性。同时，利用构造的格式来研究分数阶导数带来的“记忆效应”的

现象，加深了对这类方程的理解。

对于带有分数阶的 PDE，是近年来非常热门的研究领域，无论在分析还是在计算方法的研究上，

都非常有价值，尤其是在多空介质中的物理问题的记忆效应的研究中。然而，相关的数值分析与理

论分析结果都非常有限，在未来将会对此继续进行深入的研究。
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全文总结与展望

在本文中，我们讨论了对于一些物理中的波动方程与输运方程相关问题的数值算法与分析。主

要包括带有不确定性的（随机性）的和经典的两大类问题。

对于不确定量化，首先，我们研究了带有间断与随机系数的双曲型方程的数值解法。为了克服

由解的不光滑导致的 gPC-SG 方法收敛速度很慢的问题，我们提出了离散 gPC-SG 方法，利用离散

的解具有较好的光滑性，进而改进 gPC-SG 方法的收敛速度。对于对流方程我们进行了收敛性的分

析与误差估计。同时为了说明方法的有效性，我们进行了大量的数值实验，包括对流方程与刘维尔

方程；对于线性输运方程，由于多尺度与不确定性的同时存在，我们建立了 gPC-SG 方法对带有随

机散射系数的线性输运方程关于克努森数一致的谱精度分析，从而允许我们证明该方法随机渐近保

持性质（s-AP）。对于基于 micro-macro 分解的全离散格式，我们证明了一致的稳定性结果。这是首

次有人证明了关于这类问题的一致性结果。

对于传统的算法的改进，我们在第四章中，提出并分析了具有向量势的半经典薛定谔方程的新

的时间分裂谱方法，其中在对流部分的半拉格朗日方法的插值步骤中应用 NUFFT 技术。分析了近

似波函数和计算物理观测值的方法的稳定性和准确性。在最后，我们对近年来刚刚兴起的分数阶导

数的波动方程进行了数值研究和分析，提出了相应的一阶、二阶显式、隐式迎风格式，对于稳定性

和 TVD 特性进行了分析。我们通过大量的数值实验，包括 Burgers 方程等来说明我们的格式的可

行性。借助于这类格式，我们得以通过数值实验来帮助我们理解所谓的记忆效应。

所有以上的问题中我们都进行了严格的分析论证，同时进行了大量的数值实验来说明我们方法

的优越性。但是，还有很多没有解决的问题，例如离散 gPC-SG 方法在高阶格式、非线性问题的构

造上仍然存在一定困难，同时如何将该方法向更广泛的问题上进行推广仍然需要大量的研究；关于

一致性的分析在带有多尺度与不确定性的问题非常重要，我们的分析对于线性问题具有非常一般的

指导作用，但对于非线性的问题，仍然非常困难；不确定量化中 gPC-SG 方法如何保持原方程的双

曲性、一致谱收敛的结果能否向更多类型的方程推广；对于带有分数阶的 PDE 无论在分析还是在

计算方法的研究上，都非常有价值，然而相关的数值分析与理论分析结果都非常有限，如何更好的

理解记忆效应及相关的数学理论等等；这些将作为我以后的主要研究方向。
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附录 A 质量和能量守恒的证明

在本附录中，我们简要介绍了第四章中薛定谔方程的质量和能量守恒的证明。我们假设波函数

在 Schwartz 空间 S(Rd) 中。

A.1 质量守恒

证明. 对于 uε ∈ C(Rt;L
2(Rd))，首先注意到 (−iε∇− A) 是自共轭算子，即，

〈(−iε∇− A)f, g〉 = −iε〈∇f, g〉 − 〈Af, g〉 = 〈f, (−iε∇− A)g〉. (A–1)

直接计算得出
d

dt
‖uε‖L2 =

d

dt
〈uε, uε〉 = 〈∂tuε, uε〉+ 〈uε, ∂tuε〉 = 0.

A.2 能量守恒

证明. 对 E(t) 求导，我们有
d

dt
E(t) = (I) + (II),

其中

(I) :=
1

2
〈(−iε∇− A)∂tu

ε, (−iε∇− A)uε〉+ 1

2
〈(−iε∇− A)uε, (−iε∇− A)∂tu

ε〉,

(II) := 〈∂tuε, V uε〉+ 〈uε, V ∂tuε〉.

由 (−iε∇− A) 是自共轭算子，我们有

(I) =
1

2
〈(−iε∇− A)

(
1

2iε
(−iε∇− A)2uε +

V

iε
uε
)
, (−iε∇− A)uε〉

+
1

2
〈(−iε∇− A)uε, (−iε∇− A)

(
1

2iε
(−iε∇− A)2uε +

V

iε
uε
)
〉

=
1

2
〈 1

2iε
(−iε∇− A)2uε +

V

iε
uε, (−iε∇− A)2uε〉

+
1

2
〈(−iε∇− A)2uε,

1

2iε
(−iε∇− A)2uε +

V

iε
uε〉

=
1

2iε
〈V uε, (−iε∇− A)2uε〉 − 1

2iε
〈(−iε∇− A)2uε, V uε〉.

类似的，

(II) =〈 1

2iε
(−iε∇− A)2uε +

V

iε
uε, V uε〉+ 〈V uε, 1

2iε
(−iε∇− A)2uε +

V

iε
uε〉

=
1

2iε
〈(−iε∇− A)2uε, V uε〉 − 1

2iε
〈V uε, (−iε∇− A)2uε〉 = −(I).

因此我们有 (I) + (II) = 0，也就说明了 E(t) = E(0)。
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